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CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET EXEMPLES

Fondamentalement, un groupe est un ensemble d’éléemarsis gomposent. La définition formelle
inclut des conditions d’inversibilité et d’associat#it

un groupeG est un ensemble d’é€léments muni d’'une loi de compositiande
multiplication) telle que

(i) laloi de composition est interngyg’ € G,

(ii) il existe un élement neuteetel quege = eg= g,
(i) chaque élémerg posséde un inversg ! tel quegg™! = g~1g = e,
(iv) laloi de composition est associativep:g293 = (9102)93 = 91(9203).

La loi de composition et les élements définissent unieogent un groupe. Ces deux infor-
mations peuvent étre présentées dans une table de icalipn, qui précise la facon dont les
eléments se composent:

e G 92 g3
e e a g2 g3
01| 01 0101 Q102 0103
92| 02 0201 Q202 0203

La table de multiplication est symétrique si la loi de comifion est commutativegig; = gj0i.
Dans ce cas, le groupe est dit commutatifadélien.

La table de multiplication est dans doute la maniere la phsraite de présenter un groupe,
car elle ne fait appel a aucune réalisation/représentaoncrete. Elle permet, en principe du
moins, de procéder a la classification des groupes commtouin nombre fixe, fini, d’éléements
(deux groupes sont isomorphes si leurs tables de multifditca’obtiennent 'une de l'autre par
permutations des éléments). Par contre, spécifier wpgren donnant explicitement sa table de
multiplication n’est certainement pas la maniere la plaigue ni la plus @conomique (imaginons
un groupe comportant 2357 €lements !). On utiliseragbld€s réalisations concretes de groupes
(basées sur des actions géomeétriques, des substguties matrices d’'un type particulier), ou
alors, pour les groupes discrets, on présentera un grauggepérateurs et relations. Cette derniere
reste assez abstraite mais présente, dans certainasstincoes, des avantages indiscutables.

Venons-en de suite a des exemples.

Il existe grossierement trois catégories de groupegyraspes finis (nombre fini d’éléments),
les groupes discrets infinis (nombre infini denombrabééitients) et les groupes continus (nom-
bre infini non-dénombrable d’éléments; ils dépendemicdde parametres continus).
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Commencons par legroupes finis qui sont en quelque sorte les plus simples, et auxquels
sera consacrée la premiere partie de ce cours. Le noméléntEnts d’un groupe fini s’appelle
I"ordre du groupe. On définit aussi brdre d’'un éléementcomme I'ordre du groupe gu'il génere
par composition avec lui-méme (c’est donc le plus petiieefttel quegt = e).

1. Les plus simples de tous les groupes: les groupes cyclifiyes {gX : 1 < k < n,g" =
e}, d’'ordren. Tous les éléments s’écrivent comme puissances de lemtré eux, que
I'on appelle générateur du groupe (pas n’importe lequeldus les groupes cycliques sont
abéliens.

Par exemple, les 4 racine&®sde l'unité{+1, —1, +i, —i} forment, pour la multiplication,
un groupeZy. Puisqueti = (+i)!, —1 = ()%, —i = (+0)3, 1 = (+i)%, 'element+i est
générateuri en est un également).

Plus généralement, les raciné€%de l'unité {¢y = exp(ZinE) : 1 < k < n}formentun
groupeZn (pour la multiplication). Clairement la loi de compositisicrit

2irk/ng2ink/n _ g2in(kH)/M _ (1.1)

Ck(k/ —
La loi multiplicative sur legy devient donc additive sur les indicksl'addition se faisant
modulon (on néglige, pour calculer le résultat de I'addition, hesltiples den: on les “met
a zéero").Z, peut donc également étre presenté comme le groupefatigitentiers modulo
n.

2. Les plus utiles et les plus magiques des groupes finis: lagogsode permutatiort§, surn
objets (on les appelle aussi les groupes symétriques) pemsutations déplacentobjets
pour les amener dans un ordre arbitraire, de sorte que éatdf, vautn!. Pourn > 3,
ils sont non-abéliens (bien st = Z,). DansS par exemple, permuter les objets 1 et 2
et permuter les objets 2 et 3 sont deux opérations qui ne edemnpas. Nous reviendrons
plus loin sur leur utilité et leur magie ...

3. Le groupe de symétrie d’un triangle équilatéral.

Il possede six élements: deux rotations (120 240),
trois réflexions (axes coupant le triangle) et I'élément
neutre. Il est donc d’ordre 6, est non-abélien, et en fait
isomorphe &3 (le montrer).

4. Le groupe de symétrie d’un polygdne réguliem adtés, généralisation du cas triangulaire.
Procédant comme pour le triangle, on trouveotations (d’anglesk%” pourl< k < nou
0 < k < n—1) etn réflexions (poun pair, les axes passent par deux sommets ou par les
milieux de deux cotés).

Le groupe correspondant, appelé groupe diédral et Dgt&comporte B éléments. Il est
non-abélien.



5. Le groupe de symeétrie d’un tétraedre régulier.

Il possede 4 axes de rotations d’ordre 3 (passant par un
sommet et traversant la face opposée) et 3 axes de rota-
tions d’ordre 2 (passant par les milieux de deux cotés op-
posés, boules grisées), ce qui donAexB= 11 rotations
non-triviales. Avec I'élement neutre, les symétries de
rotation forment un groupe d’ordre 12. S’ajoutent a cela
des réflexions par rapport a des plans passant par deux
sommets et coupant le tétraedre en deux parties égales.
Prenant une de ces réflexions, on produit 12 nouvelles
transformations en la composant avec les 12 rotations
déja trouvées. Il n'est pas difficile de voir que les 24
transformations effectuent toutes les permutations des 4
sommets. Le groupe de symétrie est d8pal’ordre 24.

Les exemples dgroupes discrets infinissont nombreux également.

6. Des groupes de nature arithmétique, conihet), (Q, +), (Q*, -) ou I'ensemble des nom-
bres complexe®*(i) = {p+iq: p,q e Q, (p,q) # (0,0)} pour la multiplication.

7. Le groupeSL(2, Z) des matrices X 2 a coefficients danZ et de déterminant 1, ou plus
généralemen$ L(n, Z) (pourguoi imposer la condition de déterminant 1 ?).

Pour les groupes discrets, finis ou infinis, la présentathsiraite la plus compacte et donc la
plus économique se fait par générateurs et relations.d8esavantage est qu'il est parfois difficile
d’identifier le groupe en question ... (et méme de dire sirtrige est fini ou infini !). De plus,
de nombreuses présentations sont possibles, de sortgpquti étre difficile de voir que deux
présentations differentes définissent en fait le méno&ige. La présentation d’'un groupe par
générateurs et relations présente néanmoins derf@htlans certaines circonstances, et amene
généralement des informations complémentaires suolgog en question.

La forme générique d’une telle présentation est
G = ( générateursrelations). (1.2)

Les générateurs sont dénotés par des lettres, par éxanipc, ..., et les relations spécifient les

. relations entre les générateurs. Le gro@est par définition I'ensemble de tous les mots
inéquivalents, écrits dans I'alphabet des générat@ires inverses), étant entendu que deux mots
sont inéquivalents s’ils ne peuvent s’obtenir I'un de tr@en utilisant exclusivement les relations.

Voyons quelques exemples de groupes, déja décrits pluis mais maintenant présentés par
générateurs et relations.



1. Un seul générateurG = (g | g" = €).

Les mots s’écrivent avec une seule lettre: les seuls matdsmc toutes les puissancesgle
La relationg” = e permet de ramener tous ces mots & I'ensemblédjm, g2, g3, ..., g"~1},
c’est-a-dire le groupe cycliqué,.

2. G = (01,02, ...,0n-1 | 62 = € oig] = gjoi pour|i — j| > 2 6i0i410i = Gi4+10i0i 41
pourl<i <n-—1).

Ce n’est pas manifeste, et pourtant ce groupe n’est autreeqreupe des permutatiorss
surn objets ! On peut s’en convaincre en réalisantomme la permutation qui échange
I'objeti avec I'objeti + 1, et laisse tous les autres objets en place.

4. G=(RT|R'=T2=¢ TR=RIT).

Les générateurR et T étant d’ordre fini, on peut se restreindre a des mots dogstide
puissances positives deet T. Par la troisieme relation, on peut faire passer toutegtees
T & gauche des lettrd’, de sorte que les seuls mots distincts peuvent s’égie?, ..., R"
etTR TR, ..., TR, ouencoreTKR  aveck = 0,1 et =1, ..., n.

Le groupeG est donc d’ordre 2. On peut vérifier qu& = Dy, le groupe diédral.

7. Nettement moins facileG = (T, S| S* = e; STS=T-1sT1).

Ce groupe en réalité est isomorph& &(2, Z), ce qui ne saute pas franchement aux yeux
(ce n'est pas non plus trivial a prouver) !

Les groupes que I'on rencontre le plus frequemment danadpbcations physiques restent
cependant legroupes continus appelés aussi groupes de Lie. Le nombre de parametkss ré
continus indépendants dont dépend un groupe de Lie esté@lgpdimension du groupe. Pratique-
ment tous les besoins du physicien sont couverts par lepgsale matrices.

8. Le groupe des rotatiorSO(3) de I'espace a trois dimensions.

Une telle rotation est completement fixée par un axe et gfeah’axe pouvant étre repéré
par un point sur une sphere, le groupé(3) est de dimension 3.

Une facon équivalente, mais qui se préte mieux a lag#isation an dimensions, de voir
une rotation est de la définir comme agissant dans un pldui (p& est perpendiculaire a
I'axe de rotation). L'action dans un plan est celle d'unatioin SO(2) a deux dimensions.

9. Le groupe de rotatiois O(n) de I'espace euclidien a dimensions. Les rotations agissent
dans des plans bidimensionnels a la fagon d’une rotatoo8 @2). On peut choisir des
plans bidimensionnels “éléementaires” comme étant cgaus-tendus par les vecteurs de
base§, & (aveci < j pour des raisons évidentes de symétrie). Le nombre delEis
elémentaires vau{f%, qui est donc la dimension du grouf(n). Ces groupes sont
non-abéliens pour > 3.



10.

11.

12.

13.

Le groupe de Lorent50Q(1, 3), de dimension 6 et non-abélien (cfr le cours PHY1223
de Relativité Restreinte). C’est le groupe d’isométrel'@éspace de MinkowskMg4, qui
préserve la métrique pseudo-euclidienpe. On peut le voir comme un groupe de rotations
pseudo-euclidiennes (comparer avec la dimensic® Ogl)).

Le groupe linéaire génér@ L(n; R) d’un espace vectoriel réel de dimensigret le groupe
linéaire spéciabL(n; R) des transformations linéaires de déterminant égal@ésérvant
les volumes). Ils sont respectivement de dimensfoetn? — 1, et non-abéliens pour> 2.

Le groupe des matrices orthogonales réeties n, noté O(n; R). De telles matricedv
satisfontM'M = MM! = I, et forment un groupe de dimensi@ﬁ‘z_—l): une matrice

générale dépend d& paramétres, et une matrice orthogonale est soum&%i%) con-
ditions découlant d&1'M = 1.

On notera qu’une matrice orthogonale possede un détannégal a+1. L'ensemble (le
sous-groupe !) de celles de déterminatit est notéS O(n; R), qui peut étre identifieé avec
le groupe des rotations discuté plus haut.

Le groupe des matrices unitaires compleses n, noteU (n; C). Elles satisfonM™ =
MMT = I. La dimension de ce groupe vanft. Une telle matrice posséde un déterminant
de module 1| detM| = +1. Celles de déterminant égakd forment le group&sU(n; C),

de dimensiom? — 1.

EXERCICES

1.1 Vérifier que les 24 transformations de symeétrie du ttra épuisent toutes les permutations

des 4 sommets.

1.2 Montrer que dans la réalisation en termes de permutatians Bexemple 2 les relations

sur lessj sont toutes veérifiées.

1.3 Enumeérer tous les groupes finis d’ordre 4, a isomorphigmes

1.4 Montrer que les matrices unitaires sont celles qui pr&sgrie produit scalaire hermitien

dansC", donné pafu, v) = Zi”:l uvj, et véerifier les dimensions dé(n, C) et deSU(n, C)
données plus haut.



CHAPITRE 2

NOTIONS ET PROPRETES FONDAMENTALES

Nous passons en revue dans ce chapitre quelques notionpeéprs fondamentales parmiles
plus courantes. Certaines d’entre elles sont capitaleslacuite.

2.1 PRODUIT DIRECT ET SEMIDIRECT

Si G1 et G, sont deux groupes, leproduit direct G1 x G» est le groupe constitué des paires
(0102) d’élements deé51 et deG». La loi de composition est induite par celles des composante
(01, 92)(97, 95) = (0107, 9205). Cela revient simplement a juxtaposer les deux groupe&sirages
deux n’agissant sur l'autre, les deux lois de compositiogrept independamment. Un exemple
de produit direct est donné par le groupe des translatians & plan bidimensionnel, isomorphe
aR x R.

Un exemple proche du groupe des translations est celui dygreuclidien en deux dimensions
E>, qui, outre les translations, contient également legimta. |l agit sur un vecteur du plan par

(X, y) — (xcos# — ysinf + a, xsind + y cosb + b), (2.2)

aveca et b les parametres de la translation eret eny. En forme vectorielle, I'action peut
s'écrirex — RX + T avecR la rotation (matrice Z 2) etT = (a, b) la translation. On vérifie
immédiatement que la composition de deux telles transdtions donne

(R, T)(R,T") = (RR, T + RT). (2.2)

Elle montre que les rotations agissent sur les translafoass pas 'inverse), de sorte que les deux
lois de composition (deR et desT) ne sont pas indépendantes.

Cette structure particuliere (interference d’une locdenposition sur I'autre) s’appelle yomo-
duit semi-direct, et est notée par le symbale La définition générale est la suivante. Soient deux
groupesG1, G, avecG1 qui “agit” dansG,. Ceci signifie que chaqug, € G; définit une ap-
plication z(g1) qui envoieG» sur lui-méme en préservant sa structure de groupe, etatjsfait
7(91)7(9;) = 7(010;) (cadz(gy) est un homorphisme deé; dans le groupe des automorphismes
de Gy). Alors le produit semi-direct d&; x, G relativement a cette actionde G1 surG» est
défini par la loi de composition

(91, 92)(91, 92) = (0204, G2l 7 (91 GoD). (2.3)
Si z est l'identité ('automorphisme trivial), le produit séairect se réduit au produit direct.
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Dans I'exemple ci-dessus, on a doig = SO(2) x R?, avecf(R)f — RT. Les groupes de
Galilée et de Poincaré sont egalement des produits deatts, tout comme les groupes diédraux
qui peuvent s’écrirdy, = Zy X Zn (le vérifier).

2.2 CLASSES DE CONJUGAISON

Deux élémentg); et g» d’'un groupe sontonjuguéssi il existe un élémeng tel queg; =
gopg~l. La relation “@tre conjugué a” est une relation d’éguénce (réflexive, symétrique, tran-
sitive), qui permet de partitionner le groupe en classesgulalence, appelées aussi classes de
conjugaison. Une classe de conjugaison donnée contiastlés €léments du groupe qui sont
conjugués entre eux.

Notons que I'élément neutre n’est conjugué qu’a l@me et forme une classe de conjugaison
a lui tout seul. De méme, dans un groupe abélien, chdguee@t forme également une classe a lui
tout seul. Un groupe abélien posséde donc autant de sldessnjugaisons qu’il n’a d’éléments.
En ce qui concerne le groupe non-abélien le plus petityaiis&s, on vérifie qu’il possede trois
classes de conjugaisofe}, {les permutations qui échangent 2 des 3 objeies permutations qui
permutent cycliquement les 3 objette cardinal de ces classes vaut respectivement 1, 3 et 2.

2.3 SOUS-GROUPES

Un sous-groupeH d’un groupeG est un sous-ensemble @equi possede lui-méme une struc-
ture de groupe. Le group® tout entier et le singletofe} sont manifestement des sous-groupes,
mais qualifiés de triviaux. Les autres sous-groupes noiadix sont appelés sous-groupes propres.

La plupart des groupes possedent des sous-groupes praprsis 3 possede un unique sous-
groupeZs et trois sous-groupes, (conjugués entre euxy,—1 est un sous-groupe &&; SO(n —
1; R) est sous-groupe d&@O(n; R), et SO(n; R) de SU(n; C), ...

L'existence d’'un sous-groupe propre permet de partitiolegroupe en classes d’équivalence,
distinctes des classes de conjugaison, et appeléelkses latrales

La premiéere classe ekt, le sous-groupe lui-méme. Ensuite on prend un élemegtii ne se
trouve pas danhl, et on forme la seconde class$¢g;. On vérifie facilement quél "Hg; = 4, et
que|Hgi| = |H| (= l'ordre deH). S’il reste des éléments du groupe non inclus ddnsu Hg;s,
on en choisit un, disong,, et on formeHg,. A nouveau, on &d N Hg, = Hgy N Hge = B et
[Hg2| = [HI.

En continuant de la sorte jusqu’a ce que lI'on épuise tosi€lements dé&, on forme des
classedH, Hg1, HQy, ..., deux a deux disjointes, et toutes de méme carglihalAppelées classes
latérales a droite, elles définissent une partitiorsden sous-ensembles de méme taille. On peut
définir de méme les classes latérales a gagfHe Les classes a gauche sont en général distinctes
des classes a droite (et donc les éléemeptservant a les définir sont differents des élements
servant a définir les classes a droite). Les classes @liishues ne dépendent pas des éléments
gi, g choisis, mais uniquement d¢.

Un corollaire immédiat de cette construction de classeslyss et droites est que I'ordre d’'un
sous-groupe est un diviseur de I'ordre de groupe (théemarLagrange). Le résultat de la division
s’appelle lindice du sous-groupe.



Un sous-groupél d’un groupeG estinvariant (ou normal, ou distingué) si, comme ensemble,
il est invariant sous la conjugaison par un éléement quejae deG, c-a-d. quegHg™ = H, pour
toutg de G. Bien sir, dans un groupe abélien, tous les sous-grogmesnwariants.

La condition d’'invariance dél peut se réécrirgH = Hg, et montre que pour un sous-groupe
invariant, les classes a gauche et a droite coincideati i@plique également que les classes elles-
mémes se composent entre elles pour former un groupe &legebupe quotient, et noteG/H.

Il est d'ordre|G|/|H|. La loi de composition est immédiate:

(01H)(92H) = g1(Hg2)H = g1g2HH = (g192) H. (2.4)

Que les eléments de groupe quotient sont les classealégeut s’interpréter de la facon
suivante: deux élémentg g’ dansG qui appartiennent a une méme classe sont identifies dans |
groupe quotient. Qu’ils soient dans une méme classe sgnifils different par la multiplication
pour un élement déd, g = g’h etg = h’'g’. Par conséquent, le quotie@/H correspond a
considérer les éléements @emodulo la composition par les éléementstdda gauche ou a droite),
de sorte que I'on peut écrire symboliquement

G/H = G moduloH. (2.5)

2.4 GROUPES SIMPLES ET RSOLUBLES

Un groupe essimple s’il ne possede pas de sous-groupe invariant propre g@gtre{e} et
G lui-méme). Les groupes simples sont importants dans le sanils constituent les “blocs
elémentaires” qui servent a construire n'importe quauge fini. Les groupes simples non-
abéliens sont tres rares: il n’en existe que six d’ordferiaur a 2000 ! Le plus petit est d’ordre
60.

Un groupeG estrésolubles’il possede une chaine de sous-groupges
e} =Goc Gr1cGaCc---CcGh=6G (2.6)

tels queG; est un sous-groupe invariant @, 1 et que les quotientS; . 1/G; sont tous abéliens
pour 0 < i < n— 1. Les groupes résolubles jouent un rbéle important dagsdbléeme de la
résolubilité par radicaux d’'une équation polynomidkalois).

En comparant ces deux définitions, on pourra se convaingrdagnotion de simplicité est en
guelque sorte a 'opposé de celle de résolubilité, jes certains groupes soient a la fois simples
et résolubles (lesquels ?).

2.5. LES GROUPES DE PERMUTATIONS

Le groupe$S, est le groupe des permutations ni@bjets, et est d’ordra!. Laction d’une
permutation sun objets peut s’écrire

a=(4 2 3 - n), 2.7)
v 12 13 ~--- Ip



gue I'on interprétera comme ceci: I'objet 1 est remplaaélpbjetis, I'objet 2 par I'objeti,, etc.
Par facilité, on n’écrit pas la premiere ligne, mais siempents = (i1,i2,13, -, ip).

Les permutations se composent de facon naturelle: il sifguivre la sequence des substitu-
tions. Par exemple, dar, on a(3,2,1,4)(2,4,1,3) = (2,4,3,1) et (2,4,1,3)(3,2,1,4) =
(1, 4, 2, 3), qui confirme ques; est non-abélien.

Pour trouver l'inverser 1, il suffit, dans la notation & deux lignes ci-dessus, d'igee les
deux lignes et de ranger les colonnes pour que la (nouvebe)ipre ligne soit 1 2 3 -n. Ainsi,
toujours dansy, on a(2,4,1,3)~! = (3,1, 4, 2), alors que3,2,1,4)~1 = (3,2, 1, 4) est son
propre inverse puisqu’elle echange simplement les oljets3.

Une permutation cyclique d&, permute cycliguement lasobjets (ou les décale deplaces:
pour toutk entre 0 en — 1, I'objeti est remplacé par I'objét+k, oui +k est pris modulam, entre
1 etn. Dans$%, les permutations cycliques soit 2, 3, 4), (2,3,4,1),(3,4,1,2) et (4, 1, 2, 3).
Lesn permutations cycliques d&, forment un sous-groupe cycliqug.

Une permutation arbitraire ne peut faire que deux chosds:latse certains objets invari-
ants, et permute tous les autres par groupes disjoints, etatéere cyclique. Par exemple, la
permutations = (4,5,8,7,26,1,9, 3, 10) de S effectue les remplacements par groupes suiv-
ants: 1- 4 ->7—->1,2—-55—-52,3-58—-> 9> 3,6 > 6etl0— 10. Elle
permute donc cycliqguement les cing groupes d’objétst, 7}, {2, 5}, {3, 8, 9}, {6} et {10}. On
dira qu’elle possede 2 cycles de longueur 3, 1 cycle de leagg et 2 cycles de longueur 1, ou
encore deux 3-cycles, un 2-cycle et deux 1-cycles. Onasdardécomposition explicite en cycles
parc = (6)(10)(2 5(1 4 7)(3 8 9 (notez I'absence des virgules !). L'ordre dans lequel ait éc
les cycles n’a aucune importance. De fagon généralepamautation de5, possedd; j-cycles,
avec lesk; des entiers positifs ou nuls, gtentre 1 ein. On a bien entend}_]_; jkj = n. Un
2-cycle est aussi appelé une transposition.

Une structure en cycles (c’est-a-dire les nomlggspécifie univoquement une classe de con-
jugaison dans5,: deux permutations qui possedent les mémes nombres gadsc2-cycles, ...,
n-cycles, sont conjuguées, et inversément. Pour le Vayfiit d’observer que I'effet d’'une con-
jugaisonso’c ~! paro est simplement de renommer les objets suivant la permutati®eés lors
oo’c~! posséde la méme structure en cycles glda seule difference étant les numéros des
objets apparaissant dans les differents cycles. Dit g oo’c ~! agit de la méme facon que
o’ mais sur des objets qui ont été préalablement rebayizi .

Prenons par exemple poaf la permutatiors; qui €échange les objets 1 et 2, et qui laisse les

autres en place. Une permutation arbitraire est de lafarme ( ;2 3 ") etson inverse

o~ =("% % 3 . n).Lacompositionroio~ donne alors
BT E R R E- SR I
o
1 2 3 .- n
o1
2 1 3 -+ n
2 . . . .
2 11 13 -+ In
etmontrequeaala‘lz(ig }f }g o }g)'echange les objets eti,, alors quer; échange les

objets 1 et 2.

On obtient le méme résultat si on conjugue parimporte quelle permutation éléementairg
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qui échange les objetsetk + 1 et laisse les autres a leur place. Donc la conjugaisown ks
permutations élémentaires (il y ema— 1) ne fait que renommer les objets. Comme n’'importe
guelle permutatioa’ est la composition de transpositions (ce sont des ganégatle groupe, voir
au chapitre 1 la partie sur les générateurs et relatiorest vrai pour tout’.

Une classe de conjugaison &g est donc univoguement spécifiee par un ensemble d’entiers

Ky, Ko, - - -, kn tels queZ?zl jkj = n; ces entiers définissent une partitionrde
n=1+1+---+14+2+2+---4+24+34+34+---+3+---+n+---+n. (2.8)
ky ko k3 Kn

Le nombre de classes de conjugaison du grd&gpeaut par conséquent le nombre de partitions
den, c-a-d. le nombre de fagons d’écrirecomme somme d’entiers strictement positifs. Les
groupesS, S, S et S5 possedent ainsi respectivement 2, 3, 5 et 7 classes degaisgn. Celles
de S correspondent aux 7 partitions

5=4+4+1=3+2=34+1+1=242+1=2+1+14+1=1+1+1+1+1, (2.9)

la premiere (5) contenant, entre autres, les permutatigeigjues differentes de I'elément neutre,
la derniere (1+1+1+1+1) I'elément neutre. Contrairatreaix apparences, le nombre de partitions
de n croit trés vite, exponentielleménavec./n, ce qui représente malgré tout une croissance
beaucoup plus lente qure. Les classes de conjugaison 8gsont par conséquent peu nombreuses
(relativement), et donc assez “grosses”. A titre indicégifroupeSyq contient de I'ordre de 20
eléments, mais seulement 627 classes de conjugaison!

Il est utile, comme on le verra plus loin, de représenteplgiguement les partitions. Pour
ce faire, on représente uyncycle par une colonne dg boites, et on range ensuite les colonnes
de gauche a droite par taille décroissante. Ainsi les 3sela deSs, ou partitions de 5, sont
représentées par les diagrammes suivants, appelé@amiags de Young.

u
EENEN — O -

@) (10) (15 (20 (0)

@) (24)

En énumérant le nombre de fagons de placenlebjets dans une structure en cycles donnée
de sorte que les permutations correspondantes soiemtatiesti(attention aux surcomptages !, il
n'est pas difficile de calculer le nombre de permutationssepant a une classe spécifiee par des
entierskj. On montre gqu’il est donné par la formule suivante,

n!

# permutations dans la clasdg) = W
- !

(2.10)

1Le comportement asymptotique du nombre de partitions el donné pap(n) ~ exp(z 2—3[‘).

1
a3
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dont la preuve est laissée en exercice. P8irelle fournit les nombres inscrits en-dessous de
diagrammes de Young ci-dessus.

Nous avons déja mentionné plus haut le fait que n'impqrtelle permutation d&, peut
s’écrire comme la composition des transpositiefsoy, - - -, on—1, puisque celles-ci sont des
générateurs du groupe. On peut le voir explicitement esedant qu’une permutation cyclique
guelconque peuts’écritd 23---m) = (Im)(Im—1)--- (1 3)(1 2). Si on peut écriree. comme
le produit deN transpositions, on définit la parité depar

e(o) = (=N, (2.11)

On notera que I'écriture de comme produit de transposition n’est pas unique, mais que la
parité reste bien définie. Effectivementssis’écrit de deux manieres differentes comme produit
de transpositions, les deux “mots” en question s’obtiehlien de l'autre en utilisant les rela-
tions entre les générateurs. Comme les relations idemtiies mots de méme parité, celle-ci
est préservée. C’est la un exemple d’utilisation avgetise de la présentation d’un groupe par
générateurs et relations.

La composition des permutations (et leurs décomposigartsanspositions) montre immédia-
tement la relation importante

e(oo’) = e(o)e(a)). (2.12)

Ce sera notre premier exemple de représentation ! Ceditioreimontre en tous cas que les permu-
tations se composent suivant une loi binaire: paifgaire = impairex impaire = paire, impaire
paire = pairex impaire = impaire.

Ces relations binaires montrent de suite que les permuotapiaires forment un sous-groupe,
appelé legroupe alterné et notéA,. Son ordre est égal |[d\,| = %' Il est facile de montrer que
An est un sous-groupe invariant & (pourquoi ?) qui n’est par conséquent jamais simple (sauf
pourn = 2). On vérifie également quis = Z3 est simple, et quéy n’est pas simple. Par contre
tous les groupes\, sont simples poun > 5, mais c’est plus difficile a prouver ...

EXERCICES

2.1 Montrer que le group¥ (n) est un produit direct) (n) = SU(Nn) x U(1)/Zn.

2.2 Montrer explicitement que le groupe diédid} = Z, x Z, est un produit semi-direct, ou
7, etZy sont respectivement générés par une réfleXiat une rotatiorkR d’angle 2 /n.

2.3 Verifier que la loi de composition (2.3) d’'un produit senmiettt est bien associative.

2.4 Calculer les classes a gauche et a droit&sglpour un sous-groupg,, et verifier qu’elles
sont distinctes.
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2.5 Utiliser le théoreme de Lagrange pour montrer qu’un geodiprdre premier est nécessaire-
ment cyclique.

2.6 Le modulo arithmétique répond bien a la définition deugm quotient: le group&,, des
entiers deZ modulon est le quotienZ/(nZ). Expliciter cette identité.

2.7 Pour quelles valeurs del’ensembleZ;, = {1, 2, 3, ..., n — 1} forme-t-il un groupe pour la
multiplication modulon ?

2.8 Calculer les classes d@(1, 3) par rapport au sous-groupe de Lorentz orthochrone propre
SO(1,3) ={A e SO, 3) : Ago > 1}.

2.9 Le centralisateu€(g) de g est 'ensemble des éléments du groupe qui commutentgvec
C(g) ={d € G : gd = d'g}. Montrer que le cardinal de la classe de conjugaison el&t
egal a|G|/|C(g)|, ce qui implique qu’il divise I'ordre du groupe.

2.10 Ecrire explicitement la table de Cayley du grouge Vérifier que si 'on compose tous
les élements d’'une classeavec tous ceux d’une clasgk les élements que I'on trouve
remplissent chaque classe 8gun certain nombre entier de fois (peut-&tre nul). Véribier

exemple queH- - H- =3+ SH. Déterminer les autres produits de classes.

2.11 Montrer que la structure observée dans I'exercice gi&eeconcernant le produit des classes
de conjugaison est générale. Examiner successivengpoists suivants.

a. Les inverses des éléments d’'une classe de conjugaifmmment une classe de conju-
gaison, que I'on noteraa, de méme cardinal que(mais pas nécessairement distincte
dea). On notera leur cardin&l, = k_,.

b. Les produitsy, gz des éléments d’une clasgear ceux d’une classg parcourent des
classes compléetes un nombre entier de fois, ce que I'orr@éarire symboliquement

a-p=> Nyy, NJ ;e N. (2.13)
Y

c. Si 1 désigne la classe contenant I'élément neutre, rapgtre les nombrelSi(f’ﬂ satis-
font les propriétés suivantes:
1
Nos = Ng»o Nip=0ds,, Nig=Kedg (2.14)
2.12 Montrer que le sous-group&, de S, généré par la permutation cycliq@g 2 ... n) n'est
pas un sous-groupe invariant paur 4. Ce méme groupg, est-il un sous-groupe d&,?

2.13 Dans un groupe finG, on définit le commutateug| h] de deux éléements comme I'élément
ghg th~! e G. Linverse d’'un commutateur est encore un commutateyh]* = [h, g]
(le vérifier), mais en général la composition de deux cartateurs n’est pas un commu-
tateur. On définit legroupe derivé [G, G] de G (commutator subgroypcomme le sous-
groupe deG engendré par tous les commutateurs. Montrer que c’estusigmupe invari-
ant deG. Vérifier aussi que le quotie@/[G, G] est toujours abélien (et s’appelle d’ailleurs
I'abélianisé deG).
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2.14 Calculer le groupe dérivé du groupe diedial. Montrer que siT et R sont les deux
générateurs d®, (voir le chapitre 1), alorsP,, Dn] = (R?), et que c’est un sous-groupe
d’indice 2 sin est impair, d’'indice 4 sn est pair.

2.15 Siune permutation € §, s’écrit en termes dk; j-cycles, montrer que sa parité est donnée
pare(o) = (—=1)"t2ki,

2.16 A partir de la caractérisation des classes de conjugais&,@tudier celles du sous-groupe
alternéA,. On pourra procéder comme suit.

a. Observer d’abord gu’une classe 8gest soit entierement contenue daksou alors
est entierement hors d&,. Soit donc une classede S,, contenue dang,, et ayant
une structure en cycles spécifiee par des enkigrdMontrer que dans ce cas, lks
doivent satisfaire>_; . kj =0 mod 2.

b. Prenons un élémerg quelconque de cette classe (c’est une permutation paire), e
décomposong en deux parties, hon nécessairement disjointes; a; U a_, ou
a4, o— contiennent tous les conjuguésglpar des permutations paires resp. impaires.
Montrer que les cardinaux de. eta_ sont égaux.

c. Par construction, les ensembles et o_ sont deux classes d&,, et la question qui
reste est de savoir si ces deux ensembles sont identiquesnowtontrer qu’ils sont
identiques si et seulement si il existe une permutatigraires telle quesg = go.

d. Un tel o est dans le centralisateur de Celui-ci est constitué des permutations cy-
cligues agissant indépendamment dans les differentesyomposang (il y en a
Hj jki), et des permutations des cycles de méme longueur (il y E[] k!). En
déduire que le centralisateur dene contient que des permutations paires si et seule-
ment si tous les cycles ont des longueurs impaikgs= O pour j pair) et distinctes
(kj < 1 pourj impair).

e. En conclure: une classe paire 8¢ spécifiee par des entiekg impairs et differents,
se scinde en deux classes Mg de méme cardinal; toute autre classe paire&sgest
une classe dé,.

Ainsi A4 possede quatre classes, de cardinal 1, 3, 4 et 4, alordgjaa possede cing, de
cardinal 1, 15, 20, 12 et 12.

2.17 Montrer que le quotiend, /[ An, An] ('abélianisé deA,, voir I'exercice 2.13) estisomorphe
aZs pourn = 3, 4, etisomorphe &} pourn = 2 etn > 5. (Observer que dans le quotient,
tous les élements d’une classe de conjugaison sont fidsntitiliser ensuite les résultats de
I'exercice 2.16.)

2.18 Montrer que le déterminant d’'une matricex n peut s’écrire de la maniere suivante, comme
une somme sur les permutations$le

detA= D" (o) Avi; Aoy Anjiy. (2.15)
ceS

2.19 Montrer queSs et S; sont des groupes résolubles (ces propriétéSsad S, impliquent que
les équations polynomiales de degré 3 géderalessont solubles par radicaux !).
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CHAPITRE 3

REPRESENTATIONS GENERALITES

Si la discussion est restée jusqu’ici relativement alistréutilisation concrete d’'un groupe
mene immédiatement a la notion de représentation. oy est presque toujours associé a
la présence d’'une symétrie, d’'une invariance. Mais umaétgie n'implique pas que “tous les
eléements du probléme” sont invariants, c'est-a-daisdés fixes par le groupe. Si un triangle
équilatéral est bien laissé invariant sous un groupeydeesie S, il n'empéche que les som-
mets (et les faces) sont permutés par le groupe, et ne snotpds du tout laissés fixes: ils sont
transformés, d’une facon bien précise, sous l'actiogmwpe.

De méme pour un probleme physique en général: si un@nodlou un modele, ou une théorie
physique dans son ensemble, possede une invariance sgusupe, la question se pose de savoir
comment le groupe agit sur les variables et grandeurs plgsisusceptibles d'étre utilisees. Tout
comme les sommets du triangle se transforment sous le gamipgmeétrie de triangle, les quan-
tites physiques se transforment également, chacunengasgre. Ainsi en relativité restreinte
par exemple, dont le groupe de symétrie est le groupe dentmries lois de transformation des
masses, des impulsions, des champs électriques et nagesedu du temps sont differentes. Dans
chacun des cas, la réponse a la question “comment sedramsft ces quantités ?” est donnée en
spécifiant une représentation du groupe. De facon ebeaph constate que les quantités physiques
doivent étre regroupées en multiplets —I'énergie etilampulsion sont mises ensemble dans un
guadruplet, le champ électrique et le champ magnétigueregroupés en un sextuplet, etc—, sur
lesquels le groupe agit par des matrices. C’est la I'id@eldmentale d’une représentation. Nous
verrons plus loin que cette idée coincide trés préces@iravec celle deenseur.

Unereprésentation(linéaire) d’'un groupés est un ensemble de matricBgg), une matrice
pour chaque élément du groupe, qui se composent exadtemmme les éléements du groupe,
c’est-a-dire qu’elles satisfont:

D(91)D(g2) = D(9192), (homomorphisme (3.1)
De =1, D@ =D (3.2)

La dimension des matriceB(g) est la dimension de la représentation; c’est donc aussi la
dimension de I'espace vectoriel sur lequel agissent lesiceatD(g). Cet espace sera appelé
I'espace de (la) représentation. Dans la suite, nous deraions des matrices de représentation
complexes(ce qui n'exclut pas que certaines d’entre elles puissrtréelles, dans certaines
bases). L'étude des représentations d’'un groupe par deges définies sur un corps different de
C, par exemple suR (représentations réelles), est également possible @saplus compliquée.

Si {g} forme une base orthonormée de I'espace de représentkticgprésentand (g) deg
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agit a droite sur les vecteurs de base en termes de ses iepeffimatriciels,

D(@e = &Dw(@. Dji(g) = (gID(g)la). (3.3)
k

L'action a droite assure effectivement que la loi de groegtesatisfaite:
D(g1)D(g2)& = > D(g1) & Dii(g2) = > D € Djk(91) Dki(g2)
k ik

= > ¢ (D(@)D(%)ji = D, € Dji(d102) = D(Gig2) &. (3.4)
j ]

On vérifie facilement que €D (g) est une représentation, aldp$g) = D'(g~1) est également
une représentation, appelée la représentation coatliemte deD(g). Si les vecteurs de base
de I'espace se transforment selon la représentdlii), alors les composantes$ d’un vecteur
v = v' g dans cette méme base se transforment selon la représemitragredient®(g),

D(gp' = > Dij@™Hol. (3.5)
j

En effet, le vecteur abstrait reste invariant, de sorte guhsformation des vecteurs de base doit
compenser celle des composantes,

v = Zvi g — Z Dij (971! exDxi(9) = Zék,j vl g = Zvj €. (3.6)
i K j

]k

Dans le méme ordre d’idées, Bi(g) est une représentation, aldps'(g) est également une
représentation, appelée la représentation complexegoée deD(Q).

Concretement, les multiplets dont on parlé plus haut deateléments d’espaces vectoriels de
représentation (des vecteurs donc!), et les matricesptégentatiorD(g) spécifient la maniere
dont le groupe agit sur eux.

Dans I'exemple du triangle, les trois sommets sont perssteis I'action du groupe, et se
transforment donc dans une représentablgrle dimension 3 (les six matrices de la représentation
D3(g) sont des matrices de permutation). Si par contre on penaeti@h géomeétrique du groupe
du triangle sur le plan, on trouve une représentabe(g) de dimension 2.

En relativité restreinte, les quatre composarmi€sle la quadri-impulsion forment un vecteur,
un élément d’'un espace vectoriel de dimension 4, sur leagie une représentation de dimen-
sion 4 du groupe de Lorentz, dont les matrices sont géaeait denotéea’ (g). Par abus de
langage, on dira que la quadri-impulsipf se transforme, sous le groupe de Lorentz, dans une
représentation de dimension 4.

Bien qu’étant de nature physique differente, les coondes d’espace-tempg’ et les po-
tentiels électromagneétiques‘ appartiennent au méme espace et se transforment dansrla me
représentation qup#. Par contre, les composantes des champs électrique eetiragE', B',
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six au total, doivent étre regroupés; elles se transfatrdans une représentation de dimension 6
du groupe de Lorenfz

Remarquons des maintenant I'importance des assertionsequnent d’étre faites: dire qu’un
ensemble de quantités physiques donné se transformestuti@ représentation spécifique d'un
groupe a une portée physique considérable ! En relatigstreinte, on I'a vu, les coordonnées
spatio-temporellex” se transforment les unes dans les autres sous le groupe detz;oen
mécanique classique non-relativiste, le temps resteiama(absolu) sous le groupe de Galilee
(par contre, la transformation des coordonnées spatsales Galilée fait intervenir le temps; la
situation est analogue pour les champs électrique et aetiagre, qui se transforment sous un boost
de Galilee selorE’ = E + 4 A B B = B). Alors gu’en relativité restreinte, temps et espace
sont placés sur le méme pied, ce n’est pas le cas en méeamgyvtonienne. Les conséquences
physiques sont radicalement différentes...

Il est utile, méme si ceci n'est pas manifeste a ce stadepueaitreoutes les regesentations
d’'un groupe donné. Elles spécifient toutes les actioresalies qu’un groupe peut possiblement
avoir sur un ensemble d'objets. Une fois le catalogue Etallous de sélectionner celles qui sont
utiles dans un cadre physique donng, et d'y associer uegomhysique. Notre ambition est donc
de résoudre le probleme suivant:

etantdon® un groupe G, qui pe@tre arbitraire, obtenir et dcrire toutes les re@senta-
tions de G.

C’est I'une des questions principales de ce cours ! La quegieut sembler terriblement
ambitieuse (elle I'est !), une réponse complete existetamt (du moins pour une tres large classe
de groupes dont tous les groupes finis).

En y réflechissant un peu (ou beaucoup !), on peut assderfamit construire des représenta-
tions pour n'importe quel groupe. D’abord, il y a celle quenl’qualifiera, pour des raisons
evidentes, de triviale: c’est la représentation de dsi@nl qui associe a tout éléemenlie nombre
1, D(g) = 1 (ou plus généralement la matrice identité de dimensjdn(g) = I,).

En ce qui concerne les groupes finis, une représentatioartarge est la représentation dite
réguliere, dont la construction, valable pour n'impogigel groupe, est la suivante. Dénotons
parn I'ordre du groupe, et considérons un espace vectoriel ohenionn (ce sera I'espace de
représentation). Plutdt que d’indicer les vecteurs celpar un entigrprenant les valeurs de Ina
indigons-les par les éléements du grouggou encoregg) (on suppose cette base orthonormée). En-
suite définissons les matricB8%9(g) de la représentation réguliere par leur action sur leseues
de base:

D"9%g)|g1) = lgan) pour tousg, g. (3.7)

Il est facile de vérifier que ces matrices forment une regméation. Clairement aussi, elles ef-

fectuent une permutation des éléments de base, puilspiivoient un vecteur de base sur un
autre vecteur de base, de facon inversible. Les coefficides matrices sont donc des O et des 1.
Explicitement les éléements de matrice sont donnés par

Dg,(9) = (911D™%9)|02) = Jg1.g- (3.8)

20n verra plus tard comment on peut également les consicémeme composantes d’un obfet” & deux indices.
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Une autre représentation, distincte de la représentaéguliere mais de méme dimension
gu’elle ('ordre du groupe), est celle basée sur la conpagadans le groupe plutdt que sur sa table
de multiplication (comme I'est la représentation régré). Son action est définie par

Dconj(g)lgl> — |gglg_l> , pour tousgy, g1, (3.9)

dans le méme espace vectoriel que la représentatiotié@guComme elle, les matricd3"(g)
sont des matrices de permutation.

Pour les groupes de permutati§y, on peut facilement construire une représentation de di-
mensionn (et donc beaucoup plus petite qiEe9 et D). Celle-ci, appelée représentation
de définition @efining representatign est basée sur la transcription des permutations sur des
vecteurs de basgl), |2), ..., |n), supposés orthonormés. La représentation permutdesiment
les vecteurs de base commeermute les objets:

D ()i) = o (i)). (3.10)

Dans cette base, les matrid®8¢f(s) sont & nouveau des matrices de permutation.

En ce qui concerne les groupe de Lie, tous les exemples ditighhpnt été définis (présentés)
en termes d’une représentation ! Par exemple le gr&@@), pour chaque valeur de possede
une représentation de dimensiona chaque élément du groupe, on associe une unique matric
D(g), n parn et orthogonale de déterminant 1 ! Idem pour les gro@kesn), SL(n) ou SU(N)...
pour lesquels on dispose d’'une représentation de dimensfmour la raison que tous ces groupes
ont été définis en termes de cette représentation. Rsugroupes-1a, on a en quelque sorte inversé
la logique. Puisque la composition des matrices de reptésen est la méme que celle du groupe,
celle du groupe est la méme que celle des matrices, et ontpdus commode de définir la loi de
groupe en termes de celle d’une représentation paeieulil est clair que pour pouvoir faire cette
inversion, il faut que la représentation qu’on veut ugitisoit suffisamment “riche” pour permettre
de séparer tous les élements du groupe. Techniquensardeesentations que I'on peut utiliser a
cet effet doivent étre injectives; on les appelle aussrdpgesentations fideles.

Finalement, lorsque I'on connait deux représentatiamstnivialesD4 et D, on peut en con-
struire une nouvelle en considérant leur produit tens®@ie® D,, d’espaceV = Vi ® Vo. Son
action est simplement induite par I'action Be et D»:

(D1 ® D2)(9) v1 ® v2 = (D1(g)v1) ® (D2(Q)v2). (3.11)

Ce procédé, dans lequel on peut adir = D», produit généralement de nouvelles représenta-
tions.

On voit que dans la plupart des cas, on connait une ou meansgepts représentations, et
probablement que dans des groupes spécifiques, on aitiiyenades constructions adéquates, a
en trouver davantage. Mais les trouver toutes est claireoreprobleme d’un tout autre ordre, qui
requiert des techniques générales.

Pour se faciliter la tache, on se débarasse de deux sadecesiondances présentes dans la
liste complete de toutes les représentations d’'un groupe
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1. Si D1(g) est une représentation 8tune matrice inversible, alo®,(g) = SDi(g)S! est
aussi une représentation ! Stricteméntet D, sont des représentations distinctes, puisque
les matricesD1(g) et D2(g) seront en général differentes. Cependant elles ne st p
intrinsequement différentes puisqDe est simplemenD; écrite dans une autre base. Pour
des raisons évidentes, on dira que deux représentagétiees par une transformation de
similarité sont équivalentef); ~ D,. (Attention: la matriceS ne peut pas dépendre de
ce sont toutes les matric&y (g) qui, soumises a la méme similarite, redonnent les nmesric

D2(9)).

2. Si D1(g) et D2(g) sont deux représentations, d’espaces de représentitienV, respec-
tivement (de dimensions éventuellement differente=)y somme directéD1 & D»)(Q),
d’espacéevs @ V», est également une représentation, dont les matrieesvent

(D1 @ D2)(g) = (Dlég) Dz(zg)) . (3.12)

Il est inutile de s’encombrer de représentations égaitals, une seule par classe d’équivalence
suffit, et de méme, des représentations qui se ramermngomme directe, a des représentations
plus petites, et donc plus fondamentales.

Mais comment décider qu’une représentation donnéeasvalente a une somme directe, et
inversément, comment &tre slr qu’une représentatgoenit pas se réduire a des représentations
plus fondamentales qu’elle ? La notion-clé est celle dssmpace invariant.

Une représentatioD (g), d’espaceV, estréductible si elle laisse un sous-espaéginvariant,
D(g)V1 C Vi, C'est-a-dire que tout élément d& est envoyé sur un élément 8. Si elle ne
posséde pas de sous-espace invariant, ell@resductible. Dans une base correspondant a la
décomposition orthogonak = Vi @ V2 (V2 est le complémentaire orthogonal\dgdansV), une
représentation réductible prend la forme

D(g) = (Dlég) gz((gg)), puisqueD(g) (’)01) _ (Dl(g)’)l) C Vi (3.13)

ou D1(g) et D2(g) sont deux représentations (d’espadegt Vo) (par contreB(g) satisfait une loi
de composition plus compliquée, faisant intervediret D»).

Si le sous-espace complémentafseest également laissé invariant par la représentatale-c
ci est appeleeompletement réductible (ou décomposable) et prend une forme diagonale par
blocs(B(g) = 0), de sorte qu® = D1 & D, est une somme directe.

nrs Lz

On voit donc que les représentations que I'on a qualifiéeementaires ou fondamentales
sont essentiellement les représentations irrédustiblessentiellement, car les représentations
réductibles non completement réductibles (indécaosaptes) ne sont pas irréductibles, mais sont
dans un certain sens élémentaires puisqu’elles negédlpas entierement a des représentations
plus petites (a cause du bloc non-diagoBéd)).

Pour ce qui nous occupera dans ce cours, nou pourrons igacrkrsse des représentations
réductibles indécomposables ! Effectivement nous ct@merons exclusivement des représenta-
tions unitaires, dont les matricé®(g) sont unitaires:DT(g) = D~1(g), pour toutg. Ce n’est
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d’ailleurs pas une restriction pour les groupes finis, puisg montrera que n’'importe quelle
représentation (de dimension finie) d'un groupe fini estivaente a une représentation uni-
taire. La particularité des représentations unitaistsdé&tre soit irréductible soit complétement
réductible. En effet, sD(g) unitaire est réductible, avec un sous-espace invakighte sous-
espace complémentaire orthogoNalest nécessairement invariant aussi. En effet,

(01]D(g)v2) = (DT (@1lv2) = (D(@ Ho1|v2) = (vylv2) =0, Vo1 € Vi, 02 € Vo, (3.14)

montre queD(g) V> est orthogonal &1, et donc contenu dang. On peut ainsi conclure qu’'une
représentation unitaire réductible est completenthictible, et est donc équivalente a une somme
directe,D ~ D; & D,. CommeD est unitaire,D;1 et D, le sont également, et a ce titre, sont
irréductibles ou elles-mémes eéquivalentes a une sodimeete. En poursuivant les reductions aussi
loin que possible, on en conclut qu’une représentatiotaireiest irréductible ou équivalente a une
somme directe de représentations irréductibles. Peuelerésentations unitaires, les représenta-
tions "fondamentales” sont bien les irréductibles.

Revenant a notre probleme de classification des repsams d’'un groupe, on peut sans perte
de généralité le formuler ainsi:

Etant don@ un groupe G, trouver toutes les r@&gentations unitaires igductibles
inéquivalentes de G.

C’est a cette question, formulée, rappelons-le, pourg@gsentations complexes (les matrices
sont a coefficients complexes), que nous répondrons @assite du cours. D’abord pour les
groupes finis, ensuite pour les groupes de Lie (du moinsiosrgaoupes de Lie, les plus simples).

Avant d’entamer ce programme, terminons les génésatit& une notion importante, celle de
caractere. SD(g) est une représentation, on définit samactere par les traces des matrices,

xp(@) =TrD(g) = > (iID(@)li). (3.15)

Ce sont, en général, des nombres complexes.

La fonction caractere satisfait deux propriétés iessantes (et importantes). D’une part, les
caracteres de deux représentations équivalenteggank’

x0(9) =TrD'(g9) = TrSD@S ™ = TrD(9) = xp(9). (3.16)

D’autre part, comme fonctions sur les élements du grolgsecaractéres sont constants sur les
classes de conjugaison. &= g9~ 1, on a

x0(%2) = TrD(ghg™) = TrD(9)D(g1) D~(9) = Tr D(g1) = xp(G). (3.17)
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On note également que le caractere d’'une somme direcpdesentations est la somme des
caracteres, et, anticipant quelque peu, que celui d'udyir@ensoriel de représentations est le
produit des caracteres (voir le chapitre 5):

xD1@D,(9) = xp,(9) + xD,(9), D@D, = xD1(9) - xD,(9)- (3.18)

Comme toute représentation unitaire réductible esvatgnte a une somme directe de représenta-
tions irréductibles, son caractere est simplement unebazaison linéaire (a coefficients entiers
positifs) de caracteres irréductibles.

Les caracteres irréeductibles sont importants et util@tusieurs titres. D’abord ils sont plus
faciles a manipuler que les représentations: ce sontet#ews de nombres, alors que les représen-
tations sont des matrices. Ensuite, et méme s'ils ne fesenit pas I'information compléte sur les
représentations (on ne peut pas reconstruire les maitgssur base du caractegg) (g) unique-
ment), les caracteres en retiennent suffisamment poutifiéennivoquement les représentations.
En effet, nous verrons que deux représentations (coemkt réductibles) inéquivalentes ne peu-
vent avoir le méme caractéere. Finalement, et nous enn®&iles exemples par la suite, ils sont
utiles pour des calculs concrets (réduction de reprasens).

Pour toutes ces raisons, il est utile de présenter legseptations irréductibles d’'un groupe
donné, non pas en termes des matrices, ce qui serait stefidax, mais en termes des caracteres
irréductibles. Il est traditionnel de les lister sous ferde tableay p(g), avec les représentations
irréductibles inéquivalente® comme indice de ligne, & comme indice de colonne (umpar
classe de conjugaison suffit ). On appelle ce tabledalke des carackres Nous en donnerons
des exemples dans la suite.

EXERCICES
3.1 Montrer que ni la représentation reguli®&9(g), ni la représentation conjugais@f°"(g),
ni la représentation de définitidd9¢’(g) des groupes de permutations n’est irréductible.

3.2 Montrer que les trois représentatigﬁsﬁ et D* sont toutes réductibles ou toutes irréducti-
bles. SiD est unitaire, montrer qub et D* sont identiques.

3.3 Calculer le caractere de la représentation réguline groupeG quelconque.

3.4 Calculer le caractere de la représentation conjugaeoatilisant la notion de centralisateur
(voir exercice 2.9). Calculer ce caractere explicitentzmts le cas du grou.

3.5 Calculer le caractere de la représentation de définiteo,.

3.6 Soit D3(N, #) la représentation de dimension 3 du groupe des rotatiotr®sdimensions
SO(3), pour laguelle une rotatiog = (A, ) est repérée par un axe de rotatiofun point
N sur la sphere unité) et un angleautour de cet axe. Montrer que le caractere de cette
représentation est donné pas,(g) = 1+ 2 cosh.
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CHAPITRE4

REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS

Nous avons terminé le chapitre précédent en nous caqwairt qu’il nous fallait classifier
toutes les représentations unitaires irreductiblegjuivalentes. Commencons par montrer que,
comme nous l'avions annoncé, I'hypothese d’unitaritg&shpas une restriction dans le cas des
groupes finis.

Théoreme 4.1 Toute repésentation de dimension finie d’'un groupe fini équivalentea une
représentation unitaire.

Formons la quantité

s=> D'(@D(9). (4.2)

geG

On vérifie qu’elle satisfait la proprie®(g) SD(g) = S pour toutg:

D(g)SD(g) = > D'(g'9)D(g'g) = D> D' (@)D(@) =S. (4.2)

9 g

La matriceS est hermitienne et définie positive(S|o) > 0 pour n'importe quel vecteur).
Par conséquent, elle est diagonalisable, ses valeursggrgetant toutes strictement positives:

S= ADA! pour un certairA, et avecD = diag(41, 42, ...), 4j > O. (4.3)
On peut donc prendre la racine carréeSiégalement hermitienne, et définie par
X = SY2 = ADY2A71, D2 = diag(y/1, /22, ...). (4.4)

Il reste a vérifier que la conjugaison @y g) par X fournit une représentation unitaii®'(g) =
X D(g) X~

D'M(g)D’(g) = X *DT(g)XXD(g) Xt = XD (g)SD(g)X~t = X~I1sXx ! =1, (4.5)

ce qui conclut la preuven
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4.1 LEMME DE SCHUR

Ceci étant fait, nous pouvons revenir au probleme praicifes représentations irréductibles
inéquivalentes. Les résultats suivants, un peu teclesigu apparence, s’averent extrémement
utiles. lls sont vrais pour n'importe quelle représemtatie dimension finie d’un groupe, qu'il
soit fini ou non.

Théoreme 4.2 (lemme de Schur$upposons que @) et D'(g) sont deux regsentations ireduc-
tibles de dimension finie, d’espace de rfepentation V et Vrespectivement, et telles que Ad) =
D’(g) A pour une certaine matrice A V — V’. Alors A= Oidentiquement, ou A est inversible
et D et D sontéquivalentes.

Prenons un vecteur € V dans le noyau dé (c’est-a-dire tel quédv = 0). Alors AD(g)v =
D’(g)Av = 0 et doncD(g)v est aussi dans le noyau de ce qui montre que celui-ci et un sous-
espace invariant dB(g). PuisqueD est irréductible, le noyau doit &tre trivial, Kér= {0}, ou
egal a toutv, auquel caA = 0 identiquement.

De méme, pour un vecteure V arbitraire, Ao € V'’ est dans I'image dé (par définition).
Dans ce cas, I'identit®’(g) Av = AD(g)v montre que I'image dé\ est un sous-espace invariant
de D’. CommeD’ est également irréductible, I'image doit &tre trividilm A = {0}, auquel cas
A = O identiquement, ou alors I = V'’ tout entier.

En remettant les deux parties ensemble, on conclut quései0 identiguement, soit Keh =
{0} et ImA = V’, ce qui signifie queA est inversible.m

Un corollaire important pour les applications (voir plusildVigner-Eckart) correspond au cas
ou les représentatior3 et D’ sont identiques.

Corollaire 4.1 Une matrice A qui commute avec toutes les matrices d’'unésemtation ireduc-
tible, AD(g) = D(g) A pour tout g, est un multiple de la matrice ideatitA = AL

N’importe quelle matriceA possede au moins un vecteur propre. En effet le polyndme ca
actéristique dé€iA — Al) = 0 possede au moins une racihéventuellement complexe). Associée
a cette valeur proprg, il existe un vecteur propre puisque I'équation homogeke Al)|v;) =0
possede au moins une solution (car le détermina dell est précisement nul !).

Si A commute avec toutes les matride$g), il en est évidemment de méme ée— Al. Par
le lemme de Schur ci-dessus, il s’ensuit que- Al et nul ou inversible. Il n’est pas inversible car
son noyau est non-nul (il contient en particulier tous ledtiples du vecteur propre,)). Il est
donc nuLA= AL =

Apres ces résultats préliminaires, nous pouvons revi&eiha question: que peut-on dire des
représentations irreductibles d’un groupe fini ?

22



4.2 RELATIONS D' ORTHOGONALITE

Dénotons pabD ") 'ensemble, potentiellement infini, de toutes les repnésteons irréductibles
inéquivalentes, avec les matrices correspond®£%$g). On dénotera pam; la dimension de la
représentatioD ), et pary; (g) le caractére de la représentatibf’. L'ordre deG sera notén,
les classes de conjugaison@eseront indicées par un entieraveck, le nombre d’€léments dans
la a-eme classe.

Le résultat suivant est remarquable par sa portée et psimlplicité de sa preuve. Il nous
amenera déja a mi-chemin de la solution.

Théoreme 4.3 (théoréme de Peter-Weyl pour les groupes fihes vecteurs gg(g) = (Dgg(e),

Dgg(gl), ...), de longueur n, forment une base orthogonale de I'espacéotetions @finies sur
le groupe G.

Une fonction définie sur le groupe est la donnée d’'un nonabraplexe f (g) pour chaque
elément du groupe. On peut ranger ces valeurs dans uruvédtee), f(g1), ...), de sorte que
I'ensemble de toutes les fonctions Biforme un espace vectori€l", de dimensiom. On veut
montrer que les vecteu(f)gg(g))gee, qui sont des fonctions particulieres sur le groupe, forime
une base de cet espace.

Commengons par montrer gue ces vecteurs sont orthogoReznons pour cela deux représen-
tations irréductibleD®) et DY), ainsi qu’une matricéM totalement quelconque, de dimension
n; x nj. Formons ensuite

1 , :
A== O yMDDT (g _
> DV@)MDV(g) (4.6)
g'eG
également de dimension x nj. On vérifie qu’elle satisfait les hypothéses du lemme dauBc
. 1 . . 1 . . .
DO@MA = = DO (g YMDDT(q) = = DO YMDDT (g 1a) = ADY (q).(4.7
@A=— Eg/ (99) @)= Eg/ (@) (97°9) (9).(4.7)

Pouri # j, les représentatio3") et D) sont inéquivalentes et doe= 0, c’est-a-dire

1 i i)
Aac =~ > > DY (@Mye DY (@) =0, (4.8)

geG b/,d’

guelles que soient les valeurs des coefficientsldérenant successivemeWityy = dypdgd (Une
matrice avec une seule entrée non-nulle, en posibod)), on obtient I'orthogonalité des vecteurs
correspondant a des valelirg j:

> D@D (@ =0, vi#jab.cd “9)
g
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Pouri = j, la matriceA commute avec les matricé3()(g), et est donc proportionnelle &
l'identité, A = Al Le calcul de la trace dé fournit la valeur du coefficient = n—liTr M. On
obtient alors

2: > DY) ()M, DL (g) = —(TrM)dac. (4.10)
geG b'.d’ :

Faisant le méme choix que ci-dessus pbyra savoirMyq = dybdgd avec TM = dp 4, ON
obtient cette fois

oy
> DR(@Dgd" (@) = —dacdva. (4.11)
g |

ce qui complete les relations d’orthogonalité des vastéistincts, et fournit également la norme
de tous les vecteurs. On peut réécrire ces deux ensentetations sous la forme

> D (@)D" (g) = £5i,j5a,c5b,d- (4.12)
g |

Puisque ces vecteurs sont orthogonaux, ils sont indépéendareste a montrer qu’ils forment
une famille compléte, qui génere I'espace des foncteunsG. |l suffit pour cela de montrer
gue n'importe quelle fonction su® peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vesteur

D (9).
Une fonction arbitraire sur le groupe peut s’écrire

)= (f(e), f(q),...) = f(e)(1,0,..)+ f(9(0,1,0,. Z f(9)19).(4.13)

ou |g) est le vecteurO,...,0,1,0,...) avec le 1 en positiog. Les nombresf (g) apparaissent
alors comme les composantes du vecte&)rdans la bas@): f(g) = (g|f).

Se souvenant de la représentation réguliere, on peateBicrire les composantégg) comme

f(@=> f@)glg =D f(@)(gID"*%g)le) = Z f(g') Dye(Q). (4.14)
g/

g/

Puisque la représentation réguliere est completeméhictible, elle est équivalente a une
somme directe de représentations irréductib@$%(g) = P, m; D®(g)]S, ou les nom-
bresm; sont des multiplicités (des entiers positifs). Cettetretamontre que les entrées de la
matriceD"9(g) sont des combinaisons linéaires de celles des matbifegy) (pour le mémey),
les coefficients des combinaisons étant reliés aux entiéS et S1, et aux multiplicitésm;,

Dya(@) = . hp(9) D(Q)- (4.15)

i,ab
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Replacant cette décomposition dans I'équation méocte implique

f@=> > f(g)ch(g) DR @. (4.16)

i,a,b g

et montre que le vecteyrf (g))g est bien une combinaison linéaire des vectefmgg(g))g. Par
conséquent, ceux-ci forment une base.

Ce résultat a des conséquences spectaculaires imegdiBtiisque les vecteufﬁ)gg(g))g
forment une base dge", leur nombre doit étre égalra Or, pour chaque représentation irréductible
DO ilya ni2 vecteurs de base (le nombre de valeurada). Par conséquent, on a de suite la
relation

n=>n’ (4.17)

Elle montre non seulement que le nombre de représentati@asictibles inéquivalentes est fini,
mais également que les dimensions de celles-ci sont cotesa

Plutdt que de considérer I'espace vectoriel des fonsta#finies sur le groupe, on peut étudier
le sous-espace de celles qui sont constantes sur les dliessasjugaison, c’est-a-dire qui satisfont
f(g) = f(hgh™1). On pense immédiatement aux caractéres de représerstabmme exemples
de telles fonctions, ce qui suggere de reconsidérerderéme précédent en remplacant I'espace
des fonctions sur le groupe par celui des fonctions qui semétantes sur les classes.

Théoreme 4.4Les carackres des ref@sentations ireductibles forment une base orthogonale
pour les fonctions constantes sur les classes de conjugaiso

Montrons d’abord que les caracteres irréeductibles sahbgonaux. Partons pour cela de la
relation d’orthogonalité des éléments de matrice,

1 i i) 1
2 Pa (@D (©) = 41 ja.cdba (4.18)
g
En posant d’abord = c et en sommant s, on trouve
1 i . 1
I CIHOR 0L dab. (4.19)
s

Mettant ensuitdo = a et sommant ensuite sar on trouve les relations d’orthogonalité des car-
acteres

1
O ACIHCETNE (4.20)
g
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Pour prouver leur complétude, partons a nouveau de cei€l@ments de matrice. Une fonc-
tion constante sur les classes est bien str une fonctida guoupe, et a ce titre, s’exprime comme
combinaison linéaire des éléments de matrice desseptations irréductibles:

f(@) = > cyDR@. (4.21)

i,a,b

Etant constante sur les classes, elle satidféif) = %Zh f (hgh™1). Utilisant I'equation
précédente, on trouve

fl9 = = Z Chp > > DY (MDY, (@)D (h) (4.22)
| a,b b, b” h
= Z Cab Z 53. béb’ b D b’b” 9 (423)
i,a,b b, b’/
- > _. % (Q), (4.24)

i,a
qgui montre que les caracteres irréductibles sont effectent complets.

Il est utile pour la suite de déterminer leur relation de ptatude explicitement. Puisque les
caracteres sont constants sur les classes, il est ralderian faire des fonctions de classes, ce
gue nous noterons par(g, ), avecy, un représentant de la clagséou parfois simplemeng; (a)).

Les relations d’orthogonalité s’écrivent alors

>, %Xi (90) 1 (Ga) = i, (4.25)

Définissant la matrice carréé, = /Kk,/n xi(d,), la relation précédente exprime l'unitarité de
V, sous la formeV VT = 1. Cette relation implique tout de suite q¥&'V = I, ce qui, en
composantes, s'éecrit,

Z%)ﬁ (ga)){i*(gﬁ) = Oq,p> (4-26)

et fournit la relation de complétude recherchie.

La conséquence la plus immédiate de ce résultat contenmenbre de représentations irréduc-
tibles inéquivalentes. Puisque les caracteres irtésias forment une base d’'un espace vectoriel
CN, avecN le nombre de classes de conjugaison, leur nombre doitrégalegtre égal & ! On
obtient par conséquent gleenombre de ref@rsentations ireductibles igquivalentes d’'un groupe
fini G estégal au nombre de classes de conjugaison d&fsparticulier, pour un groupe abélien,
nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 4.5 Les repésentations irgductibles d’un groupe d@bien sont toutes de dimension 1,
et en nombré&gala I'ordre du groupe.
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En effet, le nombre de classes de conjugaison vaut I'ordrgrdepe, et la formule (4.17)
implique immédiatement le résultai

La question du nombre de représentations inéquivaleetessmension 1 pour un groupe quel-
conqgue est examinée dans les exercices. On ne peut pdsealleroup plus loin dans la description
explicite des représentations irréductibles d’'un geogpelconque. Dans la plupart des cas, un tra-
vail spécifique au groupe auquel on s’intéresse serasnate, pour I'obtention des caractereset,
fortiori, des représentations. Il est en général possible daleales caracteres irréductibles sans
calculer les représentations elles-mémes, mais celaenegl’utiliser des informations spécifiques
au groupe considéré, et ne peut donc se faire qu’au casaparn exemple illustratif de cette
démarche est donné plus bas.

Il existe cependant un résultat général complémentaifil est utile de connaitre, mais dont la
preuve dépasse le niveau de ce cours puisqu’elle utiligeurde théorie des nombres algébriques
et de théorie de Galois. Nous nous limiterons donc a le ioemér.

Théoreme 4.6 Les dimensions des rggsentations ireductibles d’'un groupe fini sont des di-
viseurs de I'ordre du groupe.

4.3 CONSEQUENCES

L'orthogonalité des caracteres irreductibles possias conséquences pratiques et interessantes,
spécialement pour la réeduction des représentatiahgtibles.

Tout d’abord I'orthogonalité des caracteres nous faumicritere d’irréductibilite. Définissons
pour cela la norme d’'un caractere comme

1
lx0l? = (xolxo) = = >~ Lxo (@I, (4.27)
g

en termes du produit scalaire hermitign ') = %Zg )(5;(6 (qui est le produit scalaire habituel
surCN, au facteur 1n pres).

Une représentation quelconque est completement riétkjatt donc équivalente a une somme
directe de représentations irréductibles:

D=mDYembD?g..., mi € N, (4.28)

oumD® signifie la somme directe dB® avec elle-mémem; fois. Prenant la trace de la
réduction deD (i.e. de I'équation précédente), on obtient que le daraadeD satisfait

x0(@) = D Mizi(Q). (4.29)
i
Nous trouvons alors que la norme carrée du caractef2, de

1
lxol® = =2 > mimjxi(@)x(@) =2 m>1 (4.30)
g i

i
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est un entier positif, egal a 1 si et seulementsiest un caractere irreductible.

D’autre part, les coefficients; eux-mémes se calculent simplement,

1 1
mj==2> > mix@x(@ == xj@xo(@ = (xlxo), (4.31)
g g

et apparaissent comme la projectiomggesur yj, par rapport au produit scalaire que nous venons
d’introduire.

Finalement, la troisieme conséquence intéressanteecoa la réduction elle-méme, c’est-a-
dire l'identification des sous-espaces invariants. Orifieeexplicitement que, relativement a la
décomposition (4.28) ci-dessus, les matrices

P =23 4©D@ (4.32)
g

projettent respectivement sur le sous-espace qui se oramsfselon la représentation irréductible
D), C’est bien une famille de projecteurs orthogonaux puisque

Nni N , , nin; . . * )
PP =52 1" (@x](@)Dgd) = — > x'(99~Hx{ (@) D(g)
gg/ g’g/
nin; 4 n )
= Y @I @ D@ =4, Y A @D@=d R, (433)
9.9 g

ou I'on a utilisé les relations d’orthogonalité géaksées de I'exercice 4.5. Le calcul de la trace
de P donne TP, = m;n;, ce qui montre qué projette sur un espace de dimensiom;, corre-
spondant au sous-espace dans lequehjesopies deD 1) agissent. Pour s’assurer de cela, on peut
observer que dans la base Dtest diagonale par blocs, les éléments de matrice descpeays,

(Plav=—ED > (@M DY), (4.34)
i 9

valent, en vertu des relations (4.18),, dans les sous-espaces qui se transforment gfonet 0
ailleurs.

Avant d’examiner un exemple concret de calcul des carestdiun groupe, résumons les
résultats les plus importants concernant les représensarréductibles d’un groupe fini.

Un groupe fini d’ordre n possle autant de ref@sentations ireductibles i@quivalentes
gue de classes de conjugaison. Les dimensipnkertelles-ci, qui sont des diviseurs de
n, satisfont n= 3", n2,

Les caraceres irreductiblesy (g) sont orthogonaux et complets

1 1
ﬁzka)(i (9] (9a) =i ﬁzka)(i (9) £i"(98) = Jap-
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4.4 LE GROUPES

Commencons d’abord p&, plus simple, et tres utile pour la suite. |l est d'ordretf@ssede
trois classes de conjugaison, et donc trois représengaticeductibles. Nous en connaissons
déja deux, a savoir la représentation triviale et latpat(c), toutes deux de dimension 1. (La
représentation parité est aussi appelée la reprégentdternée.) Lidentit&> ni2 = 6 montre
gue la troisieme représentation irréductible est deedision 2.

Pour fixer les idées, notons par = (12), a, = (23) etaz = (13) les trois transpositions, et
paras = (123 etas = (132 les deux permutations cycliques. Les trois classes de gaigon
correspondent aux partitiorgg)(-)(-), (-)(--) et (- - -), de cardinak, = 1, 3 et 2 respectivement.
Le caractere trivial vauy1(9,) = (1,1, 1), et celui de la représentation alternée gaig,) =
(1, -1, 1). Posons celui de la représentation de dimension 2 égdlp) = (2, a, b), oua, b sont
deux coefficients a déterminer (on a utilisé le fait @vitiquey; (€) = TrI, = n;). L'orthogonalité
des caracteres donne tout de suite

1

(xilx2) = 6 (2+3a+ 2b) =0, (4.35)
1

(x1lx2) = 5 (2—3a+2b) =0, (4.36)

etimpliquea = 0 etb = —1. La table des caracteres 8gest donc donnée par le tableau suivant.

oo E

1 3 2

1| 1 1 1
| 1 -1 1
x2| 2 0o -1

On peut écrire explicitement la représentation irréithle de dimension 2 puisque c’est celle
qui correspond a I'action geéométrique, dans le planSglsur un triangle équilatéral. On trouve
trois matrices de rotation, correspondant a I'éléemenitre et aux deux permutations cycliques, et
trois matrices de réflexion:

D@ = (5 ). e =3(_Y5 °7) Da@=%(j Y3). @3

Doas) = (5~ 2). Da@n=3("5 ¥3). Date=3(7% ). @39

Le groupe$; est d’'ordre 24, et possede 5 classes de conjugaison. Ibardprésentations
irréductibles de dimension 1, la triviale et la repréaéinh alternée (¢ ). Les dimensions des trois
autres représentations irréductibles sont telles qgerame de leurs carrés doit égaler 22, ce qui
ne laisse qu’'une seule possiblilité: une représentateodimension 2, et deux représentations de
dimension 3.
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Choisissons d’ordonner les classes de conjugaisot dar-)(-), ()()(+), ¢)(C¢+), () - ) et
(- - --), avec les cardinaux donnés respectivemenkpat 1, 6, 3, 8 et 6. Les caracteres sont de
la forme

x1(9) = (1,1,1,1,1), (4.39)
x1(0s) = (1,-1,1,1, 1), (4.40)
12(9) = (2, a1, @, as, &), (4.41)
x3(da) = (3, by, b, bs, by), (4.42)
x3(9a) = (3, €1, C2, C3, Ca). (4.43)

Les 12 coefficients pour le moment inconnus sont relieseenixk par les relations d’orthogonalité,
mais ne sont pas completement déterminés par celleB-est d'ailleurs plus instructif de les
calculer autrement.

Commencons par la représentatidpde dimension 2. On vérifie tout de suite gue ) D2 (o)
est une représentation (de dimension 2), et qu’elle eductible (voir les exercices). Par consé-
guent, elle doit étre équivalentela (o) elle-méme, dont le caractere doit par conséquent aatsf
€(0)x2(0) = x1(0) x2(c) = y2(c). Onen déduity = a4 = 0.

Utilisons maintenant I'existence du sous-groigedont on a ci-dessus la table des caracteres.
Des 24 matrice®» (o), sélectionnons les 6 qui correspondent a des élémergs €es six matri-
ces forment une représentation 8g dont le caractere vayg, 0, ag) puisque les trois classes de
S sont respectivement contenues dans les lere, 2eme etclasses d&,;. Cette représentation
de S3 est soit irréductible, auquel cas = —1 (par la table des caracteres 88, soit la somme
directe 1 ¢ des deux représentations de dimension BM€l & 1, € @ € doivent étre exclues),
auquel casg = 2.

Siaz = 2,0nay; = (2,0,a, 2, 0) pour le caractere d&. Lorthogonalité(yi|y2) =
2—14(2 + 3az + 16) = 0 impliquea, = —6, qui a son tour montre que la norme carréeygd@aut
2l = 2—14(4 + 3-36+ 8- 4) = 6, ce qui estimpossible pour une représentation irréolect
Doncaz = 2 doit étre rejetée, et I'autre alternati?’g = —1 conservée.

L'orthogonalité(y1|y2) = 2—14(2 + 3a; — 8) =0 fixeap = 2. Onadonc
x2(ds) = (2,0,2, -1, 0). (4.44)

Les deux caracteres restants et y; pourraient tre déterminés de maniére semblable, en
examinant les repréesentation® )D3(c) ete(o)D5(0), et en utilisant les restrictions&. Une
autre voie est la suivante.

Rappelons-nous de la représentation de définitiod€’est une représentation de dimension

4, dont les matrices permutent les vecteurs de Ha$&(c)[i) = | (i)). Le caractere d®Je' est

facile & calculery $¢'(g,) = (4, 2, 0, 1, 0) puisquey 2¢(g, ) est le nombre d'objets laissés fixes par

la permutatiorg,.. D$' n'est pas irréductible, et le calcul de sa norme,

1
1 Se12 = Zl(16+ 6-4+8-1) =2, (4.45)
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montre queDgIef est équivalente a la somme directe de deux représemsati@ductibles. L'une
d’elles doit étre la représentation trivial®; (c) = 1. Effectivement, les matrice@ﬂef(a) sont
des matrices de permutation, qui permutent les composdrtesecteurs d€*. Elles laissent
par conséquent invariant le sous-espace des vecteursiglésoquatre composantes identiques
(X, X, X, X). C’est un espace de dimension 1, sur lequel I'action de l@esegmtation est triviale.

On obtient donc immédiatement q&®" ~ D1 @ D, et

23(90) = 1§%1(0) — x1(90) = (3,1, —1,0, —1). (4.46)
Finalement, l'autre représentation de dimension 3 ne peatqueD;(c) ~ €(o)D3(o) car
€(c)D3(0) ne peut pas étre équivalent®a(o ) (sinon le caractergs sur les 2eme et 5eme classes

devrait étre nul). On a donc

x3(0s) = (3,-1,-1,0,1). (4.47)

La table des caracteres &est donnée par le tableau suivant.

oo 57 @ P f

1 6 3 8 6
X1 1 1 1 1 1
il o1 -1 1 1 1
v | 2 0 2 -1 0
w3l 3 1 -1 0 -1
x| 3 -1 -1 0 1

On vérifiera que les relations d’orthogonalité et de nod®g caracteres sont satisfaites.

4.5 ACTION D'UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE POINTS FIXES ET ORBITES

Soient un groupe fin et un ensemble fink. On dira queG possede une action skrsi les
eléments du groupe agissent ddhsl'une fagon qui est compatible avec la loi du groupe: pour
chaqueg dansG et chaquex dansk, g(x) est également un elément He et les images satisfont
g(g’'(x)) = gd'(x). Il s’ensuit que chaque élément du groupe agit dapar permutations, et que
'ensemble de ces actions, pour tous les éléments du grai@hinit une représentati@an(g) deG,
de dimensionE|. Dans la base spécifiee par les vecténysles matricedD (g) sont des matrices
de permutation. La représentation réguliereGleD"9(g), peut étre de cette fagcon associée a
I'action deG dansG lui-méme.

Uneorbite de G dansE est un sous-ensemble &eobtenu en appliquant tous les éléments du
groupe sur un élément particulier Be C’est donc un ensemble de la forBa& = {g(X) : g € G}
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(on parlera dans ce cas de I'orbite xisousG). Il est clair que la longueur d’'une orbite (i.e. son
cardinal) est au plus égal a I'ordre du groupe, et qu'dlee@ général plus petite qU@|, puisque
certainsg aurontx comme points fixes.

Les differentes orbites darts sousG constituent une partition bien définie e Si E ne
contient qu’une seule orbite, on dit que I'action @edansE esttransitive. C’est le cas lorsque
n’'importe pour quelle paire d’élememtsy de E, il existe ung tel quey = g(x).

Un résultat classique, et souvent utile, concerne le nertarbites. Il spécifie que

1
Nombre d’orbites d& sousG = - Z {Xx € E : g(X) =x}|, (4.48)
geG

ce qui s’exprime également en disant que le nombre d'arieise €gal au nombre moyen de points
fixes du groupe. Les caracteres @enous permettent une deémonstration relativement aisée de
cette formule.

Nous avons vu plus haut que I'action @edansE fournit une représentatiod(g) du groupe
par des matrices de permutation. Celle-ci n’est donc paduutible, et contient la représentation
triviale un certain nombre de fois, disons. Remarquons quen; est précisément le nombre
d’orbites deG dansE. Effectivement, pour chaque orbi@x, la somme des vecteurs de base
associés aux elements de l'orbite, c'est-a-dire= >, s, |y), est invariant sous I'action de
n'importe quelg, par définition d’'une orbite, et par conséquent engendrsaus-espace unidi-
mensionnel qui se transforme so@sdans la représentation triviale. Inversément, chaqbgeor
ne produit qu’une seule direction invariante s@isdonnée par le vecteuwrci-dessus, parce que
tout autre vecteur invariant supposerait I'existenceinérieur de I'orbite, d’'une sous-orbite, ce
gu’interdit la définition méme d’orbite.

Nous obtenons donc que le nombre d’orbites vaut le nombreideaytie la représentatidd
contient la représentation triviale. D’apres la secdddy, ce nombre est donné par

1
My = (xalxo) == > xp(@). (4.49)
geG

Puisque leD(g) sont des matrices de permutatigim, (g) est le nombre d’éléments diagonaux de
D(9g), c’est-a-dire le nombre de points fixesgldansk. La formule (4.48) est ainsi démontrée.

4.6 INDICATEUR DE FROBENIUS- SCHUR

Nous avons obtenu ci-dessus des résultats généraugsstgdrésentations d’'un groupe, irré-
ductibles sur le corps des nombres complexes. Une telléseptatiorD peut &étre ou ne pas étre
équivalente a sa complexe conjugu2e On peut ainsi distinguer trois types de représentations:

1. représentationomplexe D n’est pas équivalente a sa complexe conjuguée, ce qligjug
gue son caractere est complexe non-réel (voir I'exertité);

2. représentatioméelle D est équivalente a sa complexe conjuguée, et de plusistieesine
base dans laquelle toutes les matribgg) de la représentation sont réelles;
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3. représentatiopseudo-eelle D est équivalente a sa complexe conjuguée, mais il n@xist
pas de base dans laquelle les matrio€g) de la représentation sont toutes réelles.

Pour une représentation irréductible, il existe urecatremarquablement simple permettant, a
partir de la seule connaissance de son caractere, deniléeede type de la représentation.

Théoreme 4.7 Soit y le caracere d’'une repésentation iréductible D d’un groupe fini. Alors
I'indicateur de Schur-Frobenius,

1
g

vaut c= 0, +1, ou—1 selon que D est complex&gile ou pseudoéelle.

On peut obtenir ce résultat assez surprenant en utiliserfois encore les relations d’orthogonalité
(4.12),

. . n
> D3(@D" (@) = —di.jdacdna. (4.51)
g |
Prenanb = ¢ et sommant subp, on trouve en effet

1 . . 1
= (@) ()= _ =S
- §g (D (g)D (g))ad = ida (4.52)

Pour D une représentation complexe, choisiss@f8 = D et D) = D*, de sorte que
j = i* correspondent a deux représentations inéquivalentesrelation précédente entraine
immeédiatement I'équation matricielle

1 1
-2 .D(@D(g ==> D) =0, (4.53)
g 9

dont la trace implique = O.

PourD une représentation réelle ou pseudo-réelle, nous pedty = DU) = D. PuisqueD
et D* sont équivalentes, il existe une matrice unitéreelle queD = SD*S1. Utilisant (4.51),
nous obtenons

> D(g») => D(@D(9) = > D(@SD(gS* = %S‘S—l, (4.54)
g g g
et en prenant la trace,
1 1 1
- > 2@ = ETr (S's™. (4.55)
g
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Lidentité D = SD*S~! implique D* = S*DS*1, et donc aussD = SSD(SS)~%, qui montre
gqueS S commute ave®. Par le lemme de Schug S doit étre proportionnel a l'identité&s S =

cI, ou encoreS = ¢S~ = ¢S par l'unitarité deS. Transposant cette derniére égalité, on a aussi
S' = ¢S etdoncc? = 1, ce qui ameéne

1
. ZX(gz) —Cc=+1. (4.56)
g

Si la représentatio est réelle, il existe une base dans laquéle- I, et doncc = +1.
Inversément, st = +1, alorsS satisfaitSS = 1. On peut, si nécessaire, redéfiren la
multipliant par une phase, et ainsi supposer §uee possede pas de vecteur propre de valeur
propre—1. Dans ce ca$ + I est inversible et permet de transforni2¢g) en une représentation
équivalente(S+ 1)~1D(g)(S+ 1), que I'on vérifie &tre réelle,

[(S+D7ID@)(S+D]* = (S + DD ()(S +1) = (S + D)~ !S'D(g)S(S* +1)
= (S+ D~ D(g)(S+1D). (4.57)

Par conséquent, = +1 si et seulement 9D est réelle, et donc = —1 si et seulement 9D est
pseudo-réellem

Le type d’'une représentation, complexe, réel ou pseédb-est en fait intimement lié a la
guestion de savoir si la réduction du produit tensobe® D contient ou non la représentation
triviale (ou, de maniére équivalente, a I'existence on d’une forme bilinéaire sur I'espace de la
représentation, qui soit invariante sous l'action de [é&sentation). Nous reviendrons sur cette
guestion dans le chapitre suivant, consacré aux produisotiels.

EXERCICES

4.1 Etablir la table des caracteres des groupes cycligues

4.2 Montrer que le produit d’'une représentation irréduetiphr une représentation de dimension
1 (un exemple de produit tensoriel ') est irréductible.

4.3 Se convaincre que la restriction a un sous-groupe d’'um&septation d’'un groupe est une
représentation du sous-groupe, mais que l'irredudailest pas préservée en général.

4.4 Calculer de fagcon générale, pour n'importe quel grod@egduction de la représentation
réguliere en représentations irréeductibles.

4.5 Généraliser la relation d’orthogonalité des caraagdn.20) et montrer que

1 1 1
=2 @@ == x@9x] (@ = =0 £i(9). (4.58)
g geG :

Partir pour cela de I'équation (4.12).
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4.6 Considérer la matricggaea Di(g,), ou D' est une représentation irréductible d’un groupe

fini (la somme porte sur les élements d’une classéMontrer qu’elle commute aveDd' (g)
pour toutg, et en déduire qu’elle doit étre proportionnelle a lidige. Montrer que

gzea Di(g,) = r%;a @1, (4.59)

4.7 Reconsidérer 'algebre des classes de conjugaison dertiee 2.11. Explicitement, les
Iy - y P . .
sommes sur les classes s ecnv@&a.’gﬁ 99 =2, Na[,, Zgy G- Ces équations doivent
etre vérifiees par les matrices de n’importe quelleesentation irréductible,

> D'(@)D'(gp) = D NJy > D'(gy). (4.60)
ga’gﬁ Y gy

Par les résultats de I'exercice précédent, montrer 'quneobtient
KoK K
Tf K@) =3 Ny L), (4.61)
y

En utilisant les relations de complétude des caractetdenir la formule pour les constantes
de structure

k 1
Nys = % Z el (@) xi (B)xi" (7). (4.62)

4.8 Consideérer la représentation irréductibBlgde Sy, et calculer sa réduction en représentations
irreductibles dess.

4.9 Lareprésentation conjugaison, définie p&PY(g)|g’) = |gg'g~1), n’est jamais irréductible
(voir chapitre 3). Calculer sa réduction en irreductsyy@ur les groupe$s et &. Pour cela,
utiliser les résultats des exercices 2.9 et 3.4, a sauai§°™(g,) = |C(g,)| = n/k,.

4.10 Calculer, a partir de la table des caracteresSgecelle de A4 (utiliser les résultats de
I'exercice 2.16). Prendre garde que les caractéres peatrercomplexes !

4.11 Montrer que les représentations irréductibles de dimens d'un groupe fini sont exacte-
ment données par les représentations de I'abéliari&s d'est-a-dire du quotierd /[G, G]
(voir I'exercice 2.13).

4.12 Etudier les représentations unidimensionnelles despg®diédrawD,, définis au chapitre
1. (Utiliser I'exercice précédent et I'exercice 2.14).

4.13 Montrer que deux représentations completement réalestinéquivalentes ne peuvent avoir
le méme caractére.

4.14 Montrer qu’une représentation completement réduefilolssede un caractere réel si et seule-
ment si elle est équivalente a sa complexe conjuguést-a-elire que , = x est équivalent
aD~ D*.
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CHAPITREDS

PRODUITS TENSORIELS

Dans toutes les situations physiques qui possedent urpgrda symeétrie, il est essentiel
de savoir comment les variables et quantités physiquesassforment sous ce groupe. |l faut
pour cela déterminer les représentations dans lesguafldransforment les diverses quantités,
et ainsi les regrouper en multiplets, interprétés comeweurs d’espaces vectoriels (les espaces
des représentations). Dans de nombreux cas, il est néasmplas commode de voir ces multi-
plets, non pas comme des vecteurs, mais comme des tensestsy-dire des éléements de pro-
duits tensoriels portant plusieurs indices vectorielsesCle cas par exemple pour les champs
électrigue et magnétique. Sous le groupe de Lorentz, iggmposantes se transforment dans
une représentation irréductible de dimension 6, et fotrdenc les composantes d’un vecteur de
C® (ouRR®). Ce n’est cependant pas ce que I'on fait habituellemeriggoe I'on met ces six com-
posantes dans un tenseur de rang 2 antisymétrigtie,= —F"#. Les deux descriptions sont
équivalentes, mais I'écriture tensorielle est plus $emue I'écriture vectorielle pour spécifier la
représentation elle-méme. C’est a cette descripti@bedvecteur/tenseur que ce chapitre est con-
sacré.

5.1 GENERALITES

SoientE et F deux espaces vectoriels sty de dimensionsn et n et de basese } et { fj}
respectivement. Le produit tensoriel® F est I'espace défini par

EgF={t=>1tf,teEl={t=tlaaf, tlec| (5.1)
j N

La premiere écriture dE ® F montre qu’un élément du produit tensoriel, un tenseucdest
un vecteur dd=, dont les composantes sont des vecteurg d&/n tenseur d& ® F est dans ce
sens un vecteur de vecteurs:

() )
tl \tml)
2 E
t = tz - EZ\ (5.2)
tn ).

\téz)E
\

danslabase; ® fi, @e® fl, 3@ f1, ....em®@ f, 1 ® f2, 2® f), ...
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Les produitss ® f; forment une base dé ® F, et lest'l sont les coefficients du tenseur
dans cette base. Itiest un tenseur de rang 2, puisqu’il appartient a un espaaestjun produit
tensoriel de deux espaces vectoriels. Les deux indiee$, qui prennent les valeurs entre 1net
oun, sont des indices vectoriels de typeet F respectivement.

Il'y a en quelque sorte deux structures en couches. Une wteude typeE, qui est ici la
structure “interne”, et une structure de tylpe“externe”. Aucune des deux structures ne prévalant
sur l'autre, on peut de méme défirtir® F comme étant les vecteurs &edont les composantes
sont des vecteurs de. Dans ce cas, les deux structukest F sont échangées, et le méme tenseur
t s’écrit alors

[(12)
)

_| /t#
t=| / o (5.3)

\tzn)F
VL
Si E = C est une espace unidimensionnel, le produit tens@rigl F est identique & lui-

méme, et de mémE ® C = E (le parenthesage intérieur n’apporte aucune structypplemen-
taire).

T

Notons qu’un tenseur général possede (Eim(dim F) composantes, et ne s’écrit pas comme
un produit tensoriel de deux vecteurs

u®v:(Zuia)®(20jfj):Zui0ja®fj. (5.4)
i j i

Seuls les tenseurs qui ont leurs composantes “factofisles- u'v!, sont des produits tensoriels
de deux vecteurs. Par contre un tenseur quelconque est onn@oson de produits vectoriels de
vecteurs (par exemple des® fj !).

Un espace produit tensoriel peut donc se voir de deux memifferentes. C’est d’abord un
espace qui s’exprime naturellement en termes d’espacéxits plus petits, et dont la structure
est completement déterminée par ceux-ci, qui appamatises lors comme plus fondamentaux.
Ce point de vue décrit les éléments du produit tensdesltenseurs, comme des objets a deux
indices vectoriels. Mais comme le montre I'eécriture (5IZspace produit tensoriel est eégalement
un espace vectoriel, et a ce titre, possede des élemeamsuvent étre décrits avec un seul indice.
Un tenseur est donc également un vecteur. La differentce ks deux est purement notationnelle:
les deux indices du tenseur ont été condensés en un g@é.ifbans I'équation (5.2) ci-dessus, on
peut décider d’oublier les parenthéses intérieuredeatonsidérer le résultat comme un “grand”
vecteur de dimensiomn, dont les composantes seront comme d’habitude numard&ég amn.

En faisant cela, on sera effectivement passé d’une natatieux indices a une notation a un seul
indice, selon la correspondance 411,21~ 2,31~ 3, ...

37



Ce que I'on vient de dire des tenseurs de rang 2 peut étrergiesé aux tenseurs de rang
plus élevé. Un tenseur de rakgest un élément d’'un espace qui est le produit tensorik de
espaces vectoriels, et possede donc des composanteEseepéak indices vectoriels. |l peut étre
considéré comme un vecteur de vecteurs de vecteurk fais), et son écriture comme vecteur
colonne, analogue a (5.2) ou (5.3) compdrtaveaux de parentheses. Comme dans le cas du rang
2, la notation multi-indice peut étre remplacée par un@tmn a un seul indice, exprimant le fait
gu’un tel tenseur est également un vecteur.

La distinction tenseur/vecteur est donc matiere de rmtainiquement, mais le point de vue
tensoriel s’avere beaucoup plus utile lorsqu’il s’agitdderire des transformations linéaires qui se
ramenent a des transformations linéaires dans les esplant on prend le produit tensoriel. C’est
le cas notamment pour les représentation de groupes, &taoad ou des représentations de grande
dimension peuvent se voir comme produits tensoriels dé&septations plus petites, et donc plus
simples.

SiA: E —> EetB: F — F sontdeux applications linéaires, on peut définir I'apgtion
produit A ® B en juxtaposant simplement les deux action®\det B sur leur structure respective:
A n’agit que sur les indices de tyftg et B sur ceux de typ&. On obtient I'action deA ® B sur
les composantes d’'un tenseur

(A Bt => > AlB tk. (5.5)
k ¢

De méme qu’'un vecteur se transforme linéairement, uretense transforme de fagon multi-
linéaire, chacun de ses indices se transformant linea&in¢, comme le fait n'importe quel indice
vectoriel.

Par rapport a I'écriture vectorielle “en deux couchesgfisée plus haut en (5.2), I'écriture
matricielle deA ® B fait apparaitre une structure en blocs,

BIA BIA BIA
2 2 2

A®B= %A %A %A (5.6)
BA BJA BIA

Notons que les applications linéaires produits de cettaéme constitutent pas les transformations
linéaires les plus générales ddh® F. Sion se restreint aux transformations inversibles, élles
ment un sous-group8 L(m; C) x GL(n; C) du groupeG L(mn; C) de toutes les transformations
linéaires inversibles dE ® F.

On vérifiera également les deux identités suivantes,

(A® B)(AA®B)=(AA)® (BB, (5.7)

TrA® B = (Tr A)(Tr B). (5.8)
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5.2 APPLICATION AUX REPRESENTATIONS D UN GROUPE

L'application de cela aux représentations de groupesnestéidiate, mais instructive et im-
portante. Considéron® et D’ deux représentations d’'un groufe éventuellement identiques,
d’espaces de représentatidret V'.

Dans les produits tensorield(g) ® D’(g), les matriceD (g) et D’(g) ne voient que leur propre
espace vectoriel et n’interferent pas entre elles. Eruvat(5.7), il estimmeédiat de vérifier alors
que lesD(g) ® D’(g) définissent une nouvelle représentatiorGjal’espaceV ® V', appelée la
représentation produit tensorielet notéeD ® D’. Les éléements d¥ ® V’ seront appelés des
tenseurs sous le grouf® La représentation produd ® D’ est unitaire sD et D’ le sont.

Par contre, et c’est important pour nouspPset D’ sont des représentations irréductibles, leur
produit tensorielD ® D’ n’est jamais irréductible, sauf § ou D’ est de dimension 1. Puisque
la représentation produld ® D’ est completement réductible, on peut la réduire en enie sle
représentations irreductibles,

DeD' =EH m D, (5.9)
i

appelée lastrie de Clebsch-Gordan Pour des représentatiofls D’ quelconques, il n’est pas
possible d’en dire beaucoup plus a ce niveau de géri&rdldr contre lorsquB = D’, la facon
dont cette réduction s’effectue est a la base des mésttedsorielles pour les représentations des
groupes linéaires (voir le chapitre 10).

Comme exemple, considéroBs= D’ = D, la représentation irréductible de dimension 2 de
S3. Nous avons écrit explicitement au chapitre 4 les six rasrsuivantes de cette représentation

D@ = (5 3). Daa=3(_Y5 77) D@m=3i(Js 3). 610
Doe) = (5 7). Daan=3(_J5 ¥3). Do =3(05 7). (61D

NI

Une particularité de cette représentation, qui aura sgoortance par la suite, est d’étre orthogo-
nale, toutes les matrices satisfaiséxty) [D(g)]' = L.

Le produit tensorieD® D est de dimension 4 et ne peut donc pas étre irréductibleatactere
de la représentation,p(g,) = (2, 0, —1), on tire tout de suite, par (5.8), celui de la représentatio
produit,

xp&b(9a) = xp(da) xD(%a) = (4,0,1). (5.12)
La norme carrée de ce caractéere vé(ﬂ6+ 0+ 2-1) = 3, ce qui implique queD ® D est
(équivalente a) la somme directe de trois représemsiioéductibles. On vérifie facilement, a
I'aide de la table des caracteres @eetablie au chapitre 4, que

D, ® Dy = Dl@Di@DZZJ.GBEEBDz. (5.13)

La réduction explicite d®, ® D, dans ce cas particulier est représentative du cas dénéra
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L'espace de la représentation prodDit® D est de dimension 4. Par combinaisons linéaires,
on peut choisir la base particuliere suivante:

A)={e®e —eRel=ae-—eRe, (5.14)
S ={e®e+e®eal=2eQe, e1e+e®e, 2e0Q . (5.15)

La partie antisymétrique (A) est de dimension 1, la pagtie&@rique (S) de dimension 3. Montrons
d’abord que ces deux sous-espaces, complémentairegoniduax I'un de I'autre, sont invariants
sousD ® D.

L'action deD ® D sur la partie antisymeétrique donne

DeD)@Ede—ea®e) = Z(a ® €j)Di1(9)Dj2(9) — (& ® €j)Di2(9)Dj1(9)
1)
= Z(e ® €))Di1(9)Dj2(9) — (¢j ® &) Dj2(9) Dir(9)
— i(a ®ej —ej ®a)Di1(g9)Dj2(9)
- (Iejl ® & — € ® e1) [D11(9) D22(9) — D21(9) D12(9)]. (5.16)

On en déduit que la direction antisymétrique du produisteiel est effectivement invariante, mais
également que la restriction @er D a ce sous-espace agit par multiplication pardleg) = €(g),
c’est-a-dire la représentation alternée. La partiesgmtétrique du produit tensoriel correspond
donc a la représentation irréductililg = € dans la série de Clebsch-Gordan (5.13).

Comme la représentation produit est unitaire, la partra&yique est également invariante,
mais dans ce cas précis, elle n’est pas irréductibleysecdu caractére orthogonal De Effective-
ment, on trouve dans la partie symétrique le sous-espatiendmsion 1 généré par la combinaison
e1 ® e + e ® &, qui constitue un sous-espace invariant:

(D®D)(g) > ea®a = a®@e > Dyi(@)Dsi(9)
i k,¢ i

— ZeK ® e Z Dyi (9)D{,(9)
k,¢ [

=D a®e d =) &®&, (5.17)
k¢ k

ou nous avons utilisé explicitement I'orthogonalité@el e vecteue; ® e1 + e ® e génere donc

un sous-espace invariant, sur lequel la représentatamugiragit trivialement, par la représentation
triviale de dimension 1. La partie symétrique contientdt@représentation triviale de dimension

1, et lareprésentation irréductidl® de dimension 2, correspondant au sous-espace compléreenta
dans la partie symétrique. On a ainsi obtenu la réeductionptete du produiD ® D.

La réduction du produit d’'une représentation par elerm que I'on vient d’effectuer est en
partie completement généralkes parties symtrique et antisyi@trique sont toujours des sous-
espaces invariantdépendant des cas, elles peuvent &tre neanmoinstitddaccomme la partie
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symeétrique dans I'exemple que I'on vient d’examiner. Ndt@ue la distinction symétrique et
antisymétrique n’a de sens que pour un produit tensorielalx espaces vectoriels identiques,
et n’est donc utile que dans le cas de la réduction du prdd@t D’ de deux représentations de
méme dimension. Cependant, les calculs explicites @tdemontrent que les parties symétrique
et antisymétrique ne sont pas invariantes en génér#ldsas le caP’ = D.

Les propriétés que I'on vient de décrire sont préciséncelles que I'on utilise pour décrire les
transformations des champs €électrique et magnétiquelsgroupe de Lorentz. Les composantes
E' et B' peuvent tre mises dans la partie antisymétrique d’usetande rang 2F#¥ = —F ",
qui se trouve étre irréductible sous le groupe de Loretdmne ci-dessus). Cette situation, que
la partie antisymétrique est irréductible, est géleepmur les groupes de matrices (les groupes
linéaires). L'avantage de cette écriture tensoriellerpgport a une écriture vectorielle, avec un
indice qui prend six valeurs, est que la transformation dadar s’obtient directement a partir de
la transformation fondamentale du groupe de Lorentz, ded#on 4, a savoir celle qui agit sur
'espace de Minkowski lui-méme (et donc sur les coord@srespace-temps, qui portent un seul
indice de Minkowski):

FI%— ARALFPT = " (AFAL — AFAYFP7. (5.18)

1<p<o<4

Puisque les matricea’, sont explicitement connues, les transformations des cbeﬁ“nept B le
sont également, sans qu'il ait été nécessaire de ealées matrices de dimension six. Cette
représentation irréductible de dimension six peut atis décrite en termes de la représentation
fondamentale de dimension quatre. De plus le critere giedtifie dans le produit tensoriel est
tres simple, puisqu’il correspond a une propriété td&meétrie sous I'échange des deux indices.

Cette facon de voir des représentations irréductibtesrnoe parties invariantes de représen-
tations produits est completement générale, et pomemhe de méthode tensorielle. L'aspect pra-
tique d’un tel point de vue est qu’il réduit des représtates de grande dimension a la connais-
sance de représentations plus petites, plus fondamsn@dpendant la méthode n’est réellement
utile que si les parties irréductibles des produits taetosont facilement identifiables (par exem-
ple en termes de propriétés de symétries sous I'echdiimglices).

Les méthodes tensorielles sont particulierement uptas les groupes linéaires, pour deux
raisons. D’une partoutesles représentations irreductibles sont contenues daeguissance
tensorielle d'une (ou éventuellement plusieurs) regméstion fondamentale, et sont donc dans
ce sens, des représentations tensorielles. D’autreleanteprésentations irréductibles contenues
dans les produits tensoriels multiples sont identifieasaguement en termes de propriétés de
symeétries, ou d’antisymétries, sous permutations itesl>. Ceci signifie pratiquement que
n'importe quel ensemble de quakstse transformant de mame irréductible sous un groupe
linéaire peutétre mis en relation avec les composantegpehdantes d’un tensedt ayant
certaines sym@tries sous permutations de ses indifeps sont tous du méme type vectoriel).

Les méthodes tensorielles pour les groupes linéairemsdeveloppées plus loin. Nous ver-
rons ainsi qu’il existe un lien tres direct et tres profandre les représentations irréductibles des

3Comme le cas d& analysé dans le texte I'a déja illustré, il nous fauduamcer cette assertion dans le cas de
groupes possedant des représentations orthogonatemyetes groupes orthogonaux, et en particulier le groupe de
Lorentz. Dans ces cas, les parties symeétriques ne sonyizs fait irreductibles.
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groupes linéaires et les groupes de permutations, donefpegsentations irréductibles expriment
précisément des propriétés de symétrie sous I'eghalfindices. Ces dernieres seront examinées
au chapitre 7.

5.3 REPRESENTATIONS COMPLEXES REELLES ET PSEUDGREELLES

La discussion qui précede sur les partie symeétrique &$yamétriqgue du produit tensoriuel
V ® V permet d’établir une relation intéressante avec I'iathar de Frobenius-Schur développé
a la section 4.6. On s’apercoit rapidement d’une tellatien lorsqu’on écrit les caracteres de la
représentation produld ® D sur les deux parties invariantes. En effetDsps D et D ®a D
désignent respectivement la restriction2i® D a la partie symétrique et antisymeétrique, le résultat
de I'exercice 5.2 montre que leurs caracteres sont doenésrmes du caractere Be par

1 1
70es0(@) = 56@) + 2@, x0e.0@ = 5[x5(©@ — xo@)]. (5.19)

Remarquons tout d’abord que la quantité
1 1 5
(x1lxpep) = > xoep(@) = - > x8(@) = (xp-lxD) (5.20)
9 9

est égale a la multiplicité de la représentation ti&vidans la réduction d® ® D. Pour D
irréductible, la deuxieme écriture montre que ce nondsenul siD est complexe D et D*
sont inéquivalentes), et gu'’il vaut 1 Bi est réelle ou pseudo-réell® (et D* sont équivalentes).
De plus, on a immédiatement que I'indicateur de FrobeBicisur est égal a

1 1
c= n ZXD(QZ) =5 ZXD@SD(Q) — Xpean (@) = (x1lxpgsp) — (X1lXDgap)» (5-21)
g g

et vaut donct1 si la représentation triviale appartient a la partie sirique,—1 si elle est dans la
partie antisymétrique, et 0 si elle n’apparait ni dansd'ni dans I'autre. Examinons la signification
de ceci.

Que la représentation triviale apparaisse dans la pamiésique signifie qu’il existe un sous-
espace vectoriel unidimensionnel (une direction), dfgdisons par

1
UZZMHQ@GJ':EZMU [a®e +e@al (5.22)
) i,j

avecM symeétrique, qui se transforme de facon triviale soudibacde la représentation produit:

(D®D)(@ v =(D®D)Q) > Mja®e = a®e > Dii(g)Ds(@)M
i,] k,¢ i,]

=> (D™ Dt(g))kfex®e€=ZMk€ek®ef=U- (5.23)
k,l k,l
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La forme symétriqueM, que I'on peut interpréter comme une forme bilinéaire lguproduit
cartésienV x V, est donc invariante sous I'action de la représentalibn= DMD!. M est
définie a un multiple pres.

Si la représentation triviale apparait dans la partiessgmtétrique, le méme raisonnement mene
a une forme bilinéaire antisymétrique invariante séaition du groupe.

Le résultat obtenu a la section 4.6 concernant la valeWiraicateur de Frobenius-Schur, a
savoirc = +1 siD estréelle et = —1 si elle est pseudo-réelle, méne a la nouvelle calgatéon
suivante des représentations:

1. une représentation irréductib® est complexe si elle n'admet pas de forme bilinéaire in-
variante; de maniere équivalente, la représentativialie n'apparait pas dans la réduction
deD ® D;

2. une représentation irréductib@ est réelle si elle admet une forme bilinéaire symétrique
invariante, unique a une constante pres; dans ce cagresentation triviale apparait ex-
actement une fois dans la partie symétrique de la réedudid ® D;

3. une représentation irréductibl2 est pseudo-réelle si elle admet une forme bilinéaire anti
symeétrique invariante, unique a une constante press darcas, la représentation triviale
apparait exactement une fois dans la partie antisynuetide la réduction dB ® D.

EXERCICES

5.1 Soit D une représentation de dimension strictement plus graned gMontrer quéd ® D
laisse invariantes les parties symétrique et antisyméetrde I'espace produit. Qu’en est-il
dans le cas du produid ® D’ si D’ n'est pas égale B mais est équivalente@ ?

Que pourriez-vous dire de la réeductionbex D ® D ?

5.2 Dénotons paD ®s D et D ®a D les représentations agissant dans la partie symétrique
respectivement antisymétrique de I'espace produit. kéorgue les caracteres de ces deux
représentations sont donnés par

1 1
1080 (@ = 5[26@ + 10 @) 1pe.0@) = 51(6(@) — xp@)].  (5:24)

5.3 Dans$y, réduire le produiD3 ® D7 en représentations irréductibles.

5.4 Soit D une représentation unitaire, Bt sa complexe conjuguée (dont les matrices sont les
matricesD*(g)). Montrer que le sous-espace de dimension 1 génér@pag ® g est
invariant sous la représentation prodditzy D*, et se transforme de facon triviale.
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5.5 SoientD1, D, D3 trois représentations irréductibles d’'un groupe fini.nter que la réduc-
tion du produitD; ® D contientD3 si et seulement si la réduction @ ® D3 contientD».
En déduire la condition nécessaire que

dim D3 > max(§hgt, §m52). (5.25)

5.6 Nous avons vu que darg, le produit tensorieD, ® D2 contient toutes les représentations
irréductibles. On peut généraliser cette questionraporte quel groupe de la maniere suiv-
ante: existe-t-il une représentation irréductiblaelle que les puissances tensoriell28™
contiennent toutes les représentations irreductibl& fa réponse a cette premiere ques-
tion est négative, on pourrait demander quel nombre mini@aeprésentation®1, ..., Dy
irréductibles distinctes faut-il prendre pour que leursduits tensoriels multiples contien-
nent toutes les irréductibles ?
Examiner cette question po&y.
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CHAPITRE 6

EXPLOITER LES SYMETRIES

Il est sans doute temps maintenant de voir comment les ctmeepechniques vus dans les
sections précédentes peuvent étre mis a profit danstdatians particulieres: dans une situation
physique concrete, quelles sont les conséquences dyumiise, et inversément, comment utiliser
la symétrie pour obtenir des informations pratiques ?

Nous illustrerons cela dans un exemple mécanique simpleg tjlavantage de bien se préter
a cette analyse. Il s’agit d’'un systeme de trois massakeggreliées entre elles par des ressorts
de méme constante de rappekt de méme longueur au repbs de sorte qu’'a I'équilibre, les
trois masses soient placées aux trois sommets d’'un teaglilatéral. Les masses se meuvent
dans le plan contenant le triangle. Sous ces conditiongstéme est clairement invariant sous le
groupe de symétrie du triangle, le groupe de permutatBan€’est donc le groupe de symétrie du
probleme.

¥1 Y3

O—~VVVWWN—() T g7 s

Les positions des trois masses, chacune par rapport a gempabéquilibre, sont repérées
par des coordonnées planairgs= (X, Y1), o = (X2, Y2) etrz = (Xs, y3), comme indiqué sur la
figure ci-dessus. Dénotons egalementlp@ﬂe vecteur donnant la position d’équilibre de la masse
j dans le repére associé a la masske sorte qud-;.J = —LJI Tous ces vecteurs ont méme norme
L, égale a la longueur au repos des trois ressorts. Danzr¢aimation des petits déplacements
(approximation linéaire), les trois masses se déplaaetdur de leur position d’équilibre, et les
equations du mouvement s’écrivent (voir exercice 6.1)

mfy = k[(F2 — 1) - L12] Lo+ &[(F3 — F1) - L13] L1a, (6.1)
miz = k[(F1 — F2) - Lo1] Lo1 + & [(F3 — F2) - Lag] Los, (6.2)
mf3 = k[(F1 — Fa) - La1] La1 + «[(F2 — F3) - La2] Laz, (6.3)

ouLij = Ljj /L estle vecteur unitaire dans la directibp.

Utilisant les expressions des vectellrs = 67/3 = (1 ﬁ’) L13= (1,0) et L3 = e 17/3 =
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(%, —g’), et posan = (r'y, I, I'3), les trois équations ci-dessus peuvent se réécrire @uoma
seule équation vectorielle a six composantes,

-5 -3 1 J3 4
-3 -3 /3 3 0 0
K 1 V3 -2 o0 1
“4am| V3 3 0 -6 —-v3 3
4 0 1 -J/3 -5 3
0 0 —-v3 3 J3 -3

N:l
Il
A
N

, avec K (6.4)

Comment le groupe de symeétrie agit-il sur les coordonmiesstrois masses ? Prenons par
exemple la transformatioag, qui effectue une réflexion par rapport a la droite veléigeassant
par le point d’équilibre de la masse 2. Il n’est pas diffidevoir queagz agit sur les coordonnées
en remplacanfxi, yi, X2, Y2, X3, Y3) par (—Xxs, Y3, —X2, Y2, —X1, Y1), c’'est-a-dire qu’elle agit sur
Z par la matrice

0 0 0 0 -1 0
00 0 0 0 1
0 0-10 0 0 001 1 0 def
100
10 0 0 0 O
0O 1 0 0 O

ol DY%f(a3) est la matrice de la représentation de définition du grdig@essociée a I'echange des
objets 1 et 3 (voir I'equation (3.10)), €»(a3) est la matrice de la représentation irréductible de
dimension 2 pour cette méme permutation, donnée en (511apparition du produit tensoriel
n'est pas accidentelle, et provient de ce que le vectdurméme est clairement un élément du
produit tensorieR® ® R?,

2= (r1,r2,13) = (raj) = (X1, Y1, X2, Y2, X3, ¥3), (6.6)

oua est I'indice pour le numéro des massesd, etlui des coordonnées planaires.

De ce point de vue, le groupe agit sur les numéros des massgsepnutations, c’est-a-
dire par la représentation de définition, et sur les commées par son action géométrique par
la représentatio, discutée en (5.10) et (5.11). De cela il suit que n'imporellg transforma-
tion de symétrie d&; agit surz par une représentation de dimension 6, égale au prodsiotiel
de DY et D,

o 2 Dglo)z, De(c) = D%(5) @ D2 (o). (6.7)

Ces matrice®g(0) traduisent I'action de la symétrie, mais au fond, qu’digsede si particu-
lier ? La propriété fondamentale qu’elles possedengueteur vaut leur titre de symétrie, c’est
de commuter avec la matride. Grace a cela, on voit, en les appliquant sur les équstitn
mouvement (6.4), gu’elles préservent I'espace des suisitisiz est une solution de ces équations,
alorsDg(0)Z en est également une, correspondant aux conditiondésitimansformées pddg(o).
Exprimé autrement, transformer et puis faire évoluersdaemps, ou faire évoluer dans le temps
et puis transformer donnent toutes les deux le méme edsultest bien cela la définition d'une
symeétrie:
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Une transformation de symétrie commute avec I'évolutignamique du systeme.

Comment maintenant extraire de l'information de la presede la symétrie ? Revenons
d’abord un instant sur les méthodes généralementégsipour résoudre des équations du type
de (6.4), et qui ne prennent pas la symétrie en compte.

Une des manieres habituelles de résoudre les équatidypel (6.4) est d’'introduire les modes
normaux de vibration. Ceux-ci sont des solutions spégidis équations du mouvement, pour
lesquelles les composantes oscillent de fagon synchidmenode normal possede donc la forme
n(t) = v codwt + ¢). Lorsqu’on l'insere dans (6.4), on trouve queloit étre un vecteur propre
deK, dont la valeur propré détermine la frequence propre pae —w?. Notons que dans le cas
d’'une frequence propre nulle, le mode propre s'étfi) = v (t + b) et décrit un déplacement
uniforme dans la direction.

La solution générale s’écrit comme une combinaisordiré des modes normawt) =
> A vi codwit+gj). Les données spectralesideléterminent la forme des modes normaux (les
vj) et les frequences propres correspondantes. Les coestatitrairesh;, ¢; (et éventuellement
lesbj) sont quant a elles déterminées par les conditionslagz(0), Z(0).

Nous avons vu plus haut que I'espace des solutions desi@gsidu mouvement est laissé in-
variant par les matriceBg(0); il constitue donc un espace de représentation pour léseptation
Ds de dimension 6 du group®. Sa réduction en représentations irréductibles pediazntifier
des sous-espaces invariants caractérisés par desgespdie transformation spécifiques sous le
groupe de symétrie. Puisqlie commute avec la représentation, elle peut étre diagagalians
chaque sous-espace invariant correspondant a un typ& demeprésentation irreductible, ce qui
fournit des modes normaux avec des propriétés de syai@émn précises. Inversément, 'étude des
sous-espaces invariants permet d’identifier ces modesawxrnComme nous le verrons plus loin,
cette identification peut étre ambigué lorsqu’une repnéation irréductible apparait plusieurs fois
dans la réduction. Une information supplémentaire essalécessaire pour compléter I'identifica-
tion des modes normaux.

Commencons par réduire la représentatipn—= DY’ D,. Les caractéres do% et deD,
étant connusy; = (2,0, —1) et;(def = (3,1, 0), on tire immédiatement, par produit, celui Dg,

46 = (6,0,0). (6.8)

C’est le caractere de la représentation régulier&gdee qui implique quéDg est équivalente a la
représentation réguliere. On en tire immédiatememédaction en irréductibles (voir I'exercice
4.4):

Dg=D1& D;L @ Do @ Do. (6.9)

Il s’agit maintenant d’identifier les sous-espaces invasaorrespondants. Nous pouvons pour
cela recourir aux projecteuf® introduits au chapitre 4.

Le projecteurP; qui projette sur le sous-espace qui se transforme selopiegentation triviale
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D1, vaut

3 V3 0 -2y3 -3 /3
. . V3 1 0 -2 -3 1
0 0O 0 O 0 0
PL= ¢ > Ds(o) = ol 2 0 4 a3 -2 | (6.10)
o -3 -3 0 2/3 3 -3
V3 1 0 -2 =3 1

PuisqueP; est de rang 1, il doit s’écrire comni& = |01) (01| pour un certain vecteur; de norme
1. On trouve facilement

. 1 3 1 1 3
V1 = (__9_\/_7 5 a_a_\/_)' (611)
> 6 /32 6

Physiquement, cette solution correspond a un mode noranalléquel les masses oscillent le long
des trois vecteurs sortants, comme indiqué sur la partielgade la figure ci-dessous. Ce mode
est invariant sous le groupe de symeétrie, et appartient dmm a la représentation triviale.

SIS MF

Le projecteurP; sur le sous-espace se transformant selon la représensdtésnéeD;, de
dimension 1 également, s’écrit

1 -3 -2 o0 1 V3
1 1 -3 3 2/3 0 -v3 -3
-2 2/3 4 0 -2 -2/3
Pi:EZe(a)De(a):l—z P o o0 o 37l (6.12)
o 1 -3 -2 o0 1 V3
V3 -3 -2/3 0 43 3

Comme pourPy, on trouve queP; = [v2) (v2] avec

N o, =0, -2 ). 6.13
6’2’\/5” 6) 2 ( )

vy =

. (_ﬁllodﬁl)

Les directions selon lesquelles les masses se déplaggnhdmuées par les vecteurs sur la figure
droite ci-dessus. La configuration des trois vecteurs garignte sous les rotations, @4, as), et

s’inversent lorsqu’on applique les réflexioreg (ap, as), confirmant que ce mode se transforme
sousS dans la représentation alternée. On peut vérifier quel@&elacements ne provoquent pas

48



d’étirement des ressorts en observant que les diffesgfeer; sont perpendiculaires aux vecteurs
Eij . C’est donc un mode de rotation, qui devrait &tre assacié vecteur propre de la matrige
de valeur propre nulle, c’est-a-dire @ un mode normal égqufence nulle. Notons qu'il doit étre
interprété comme un mode de rotation (infiniment) lenteaecord avec I'approximation des petits
déplacements (si la rotation était rapide, les resstatiseraient a cause de la force centrifuge).

Il reste a identifier quatre modes normaux, répartis ex gaires, les deux modes constituant
chaque paire se transformant I'un dans I'autre selon urmé@septation irréductible de dimension
2. L'une des deux paires se trouve facilement, grace asé€plation suivante. Puisques =
D%’ @ D, et que la decomposition de la représentation de définifieS; se decompose en
DY’ — D; ® Dy, 0na

De =[D1@® D2] ® D2 = [D1® D2] ©[D2® D2] = D2 @ [D2 ® D2]. (6.14)

Par conséquent, la direction daR$ invariante sou%f tensorisée ave®? se transforme selon
D,. Revoyant I'equation (6.6), on voit que la direction ireate sousD%f est celle pour laquelle
les coordonnées des trois masses sont les mémesr, r,r). Une base de cet espace est donné
par les deux modes normaux suivants:

1 1
v3a=——(1,0,1,0,1,0), va=——(0,1,0,1,0,1). 6.15
3 Jﬁ( ) 4 Jﬁ( ) (6.15)

Puisque les coordonnées des trois masses sont identadlessse meuvent simultanément dans la
méme direction, c’est-a-dire que tout le systeme esstaté en bloc, sans que les ressorts ne soient
étires ou comprimés. La frequence propre de ces dewesddit donc &tre nulle, tout comme
celle dev,. Les deux modes;s etv4 correspondent respectivement a une translation hoaat
verticale, comme représentés ci-dessous.

dn o }

Finalement pour les deux derniers modgstvg, on peut procéder comme ceci. Le projecteur
P, projette sur le sous-espace de dimension 4 sous-tendespgudtre modes, v4, vs, vg, alors
queT = |v3)(v3| + |v4) (v4] projette sur le sous-espace sous-tendwpat v4. Par conséquent la
difference

1
Po—T = 5[2D(e) — D(ay) —D(ag)] = T

4 0 1 3 1 -3 101 0 1
0 4 -3 1 J3 1 010101
1l 1 -3 4 0 1 V3 111 01010
6| V3 1 0 4 —-v3 1 | 3|l010101
1 V3 1 -J/3 4 0 101010
-3 1 V3 1 0 4 01010



2 0 -1 3 -1 -3

L 0 2 -3 -1 J3 -1
B -1 -3 2 0 -1 V3
“e6| v3 -1 o0 2 —v3 -1 |- (6.16)

-1 J3 -1 =3 2 o0
-3 -1 J3 -1 o0 2

est un projecteur sur le dernier sous-espace que nous chohsr En le faisant agir, par ex-

emple, sur(0, 0, % —@, 0,0) et (0,0, 0,+/3,0,0), nous trouvons deux vecteurs linéairement
indépendants,

EJ _?’ E’ _?J s \/:3,

U5 = EJ F’ ) ﬁ’ _E’ 6

, (_1 V31 \/501)’ 56:(1_«/501 1_@). (6.17)

Ces deux modes sont représentés graphiquement dansr&adiglessous.

Ao QD

Nous avons ainsi déterminé explicitement tous les moderaux de notre systeme mécanique,
en utilisant uniquement des arguments de symétries etalgpgs (ce qui n'est pas la méthode la
plus rapide dans ce cas !). Par contre nous n'avons pas purdéer les valeurs des fréequences
propres, sauf pour les modes, v3 et v, que Nous avons reconnus comme étant des modes de
rotation et de translation, de frequence nulle. Ce que pousons cependant ajouter, c’est que les
modess etvg doivent nécessairement étre de frequence identiqueesaleux modes se transfor-
ment dans une représentation irréductible du groupe ghé&tsie. Un calcul explicite des valeurs
propres deK confirme ces conclusions,

/3
w1 =,/ —, wr =w3=w4=0, w5 = wg = —K (6.18)
m 2m

Les résultats que I'on vient d’obtenir dans le cas du thiierspnt typiques, et peuvent se
formuler de facon générale. Dans une situation ggoeétiun groupe de symeétrie agit par une
représentatiorD(g), et commute avec un opératedr qui définit I'évolution temporelle. Dans
I'exemple plus hautH était la matriceK, alors qu’en mécanique quantiqu¢ est le Hamiltonien,
qui génere I'évolution temporelle. Dans ce dernier ddsgt la représentation agissent dans un
espace de Hilbert. On a donc les relations de commutation

[H,D(@] =0, VvgeG. (6.19)
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On supposera de plus gite est un opérateur (ou une matrice) diagonalisable, etlj@st une
représentation completement réductible.

Notons parl les valeurs propres del, et parV, les espaces propres correspondants. Les
relations de commutation ci-dessus montrent qu&Jesont tous des sous-espaces invariants pour
la représentatiod(g): si v est vecteur propre del, alors D(g)v I'est aussi, de méme valeur
propre. Par conséquent, si 'on decompose I'espaceragiame la somme directe des espaces
propresV,, la représentatio® est diagonale par blocB, = &, D,. Puisqu’elle est completement
réductible, chaqu®, peut s’écrire comme somme directe de représentaticeduictiblesD; =
@im,_; D; viale choix approprié d’une base ®g. On en déduit que I'on peut toujours choisir les
états propres del pour qu'ils se transforment dans des représentatioeguntibles du groupe de
symeétrie.

Inversément, supposons que I'on réduise d’alidren irréductiblesD = @; m; D; sans faire
attention aux états propres te. L'espace tout entier se decompose alors s&loa- ®;m;V;,
ou V; est I'espace de représentation Bg A nouveau les relations de commutation montrent
que les élements des sous-espagest HV, se transforment de la méme facon sous le groupe
de symeétrie, c’est-a-dire selon le métgpede représentatiob;. Si D; apparait plus d’'une fois
(m; > 1), alorsV, et HV; ne sont pas nécessairement identiques, de sortédgoe laisse pas
nécessairement chaque sous-espace irréduttitdeariant. (Selon I'argument plus haut, on peut
cependant choisir les sous-espadepour que cela soit le cas.) Par contre, si une représemtatio
irreductible n’apparait qu’'une seule foisy; = 1, on doit avoirHV; = V; et doncH laisse le
sous-espac¥; invariant. On en tire que la restriction d¢ a \; commute aved);, et donc,
puisqueD; est irréductible, qu’elle doit étre proportionnell€idéntité (par le corollaire 4.1). On
en conclut que tous les vecteurs d'un espace de représerita@ductible non-dégénérée sont des
etats propres del de méme valeur propre.

Dans I'exemple mécanique traité plus haut, on a eu la @atens notre decomposition, de
trouver directement les vecteurs, vs4, qui S'avérent étre des vecteurs propreskde En étant
moins chanceux, au lieu dg, v4, on aurait pu trouver par exemple les deux combinaisgrsvs
et vg + vg. Celles-ci ne sont pas des vecteurs propreKdeamais par contre se transforment
exactement commes et vs. La théorie des groupes seule ne permet pas de faire le ‘torik
de représentations irréductibles lorsque certainestieslles apparaissent plusieurs fois dans la
réduction deD. Une information supplémentaire, extérieure, est dansas nécessaire.

De maniere générale, on voit que la présence d’'une signiénplique nécessairement des
dégénérescences dans le spectreldsauf si toutes les représentations irréductibles opaegis-
sent dans le probleme sont de dimension 1). Inversémesijélgénérescences dans le spectre de
H est souvent, mais pas toujours, la marque d’'une symeétrie ..

Résumons les conclusions importantes de ce chapitre.
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Les transformations de sytrie commutent avec la dynamique du éyst. Le groupe de
synetrie G agit dans I'espace des coordd@as physiques par une r&sentation Dg)
qui commute avec leégerateur H de |evolution temporellegfH, D(g)] = 0. On peut
toujours choisir des vecteurs propres de H qui se transfotrdans des reg@sentations
irr éductibles de G. Si lagduction de D fait appai#re une repésentation iréductible
une seule fois, alors tous les vecteurs dans I'espace de regiesentation sont destats
propres de H, de @gme valeur propre.

EXERCICES

6.1 Considérons un ressort libre dans un plan (aucune de sgegFa@mités n’est attachée) de
constante de rappel et de longueur au repds. La force de rappel du ressort, exercée sur
les extrémités de coordonnéas X, est proportionnelle a son étirement et dirigée le lomg d
ressort, et dérive du potentiél(X1, X2) = (|X1 — X2| — L)2. Montrer que si I'on attache aux
extremités du ressort deux objets ponctuels de mémeamadss équations du mouvement

s'ecrivent
> L X2 — X1 - L X1 — X2
Mm%y = e (|X1 — %ol — L) =22 mxp = k(%1 — %o — L) —2— "2 (6.20)
[Xo — X1 [X1 — X2

Supposons qu’au repos, les deux masses se trouvent a desnsod'equilibre telles que
X2,eq— X1,eq = L. L'approximation de petits déplacements consiste assgpque les écarts
i = X — Xi eqPar rapport aux positions d’équilibre sont petits. En esrdes écarts, les
éguations du mouvement deviennent

E+E—ﬂ)

—— £ ) =—miy (6.21)
IL +r2—r1]

mfﬁl = K(?z — Fl) + KL(|: —

Linéariser ces équations du mouvement pour obtenir
mi1 = «[(fo —F1)- L],  mia=«[(fi—r2) L]L. (6.22)

6.2 Répéter I'analyse de ce chapitre dans le cas d’'un sysiergaeatre masses identiques, reliees
par quatre ressorts identiques, de telle sorte qu’a ifibge, elles forment un carré. Le
groupe de symeétrie est le groupe diédpal, d'ordre 8 (voir chapitre 1). Montrer que ce
groupe possede cing classes de conjugaison, et donc girissemtations irréductibles, qua-
tre de dimension un, et une de dimension deux. Calculer lesteaes irréductibles. Identi-
fier ensuite les modes normaux.
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CHAPITRE 7

REPRESENTATIONS DES
GROUPES DE PERMUTATIONS

Les groupes de permutations forment une classe de growgses, @re, pour lesquels tout ce
que I'on peut désirer savoir des représentations estiledlie systématiquement, méme algorith-
miquement. Dans tous les cas, les diagrammes de Young jonedke fondamental dans le calcul
des représentations et des caracteres, et menentecag¢tes qui permettent d’effectuer les calculs
efficacement. Puisque le nombre de représentationsittigtes est égal au nombre de classes de
conjugaison, elles-mémes représentées graphiqugraetgs diagrammes de Young, il s’ensuit
gue ces mémes diagrammes peuvent étre utilisés poignaeéses représentations irréductibles, et
c’est ce que nous ferons.

Commencons par les représentations elles-mémes;a&dise les matrices. Nous savons
gue la représentation réguliere contient toutes leesgmtations irréductibles, et chacune d’elles
avec une multiplicité égale a leur dimension (voir ei@¥c4.4). La réduction complete de la
représentation réguliere donne donc acces a towespeésentations irréductibles.

Par définition de la représentation réguliere, leset@ de base de I'espace de représentation
peuvent se voir comme le résultat de I'action de la repriadi®n réguliere sur I'un d’eux, par
exemple|e), puisquejc) = D™9o)|e). La réduction de la représentation réguliere consiste
a trouver des combinaisons linéaires des vectptrgui génerent un sous-espace invariant, sur
lequel I'action de la représentation réguliere se rea@une représentation irreductible.

C’est ici que les diagrammes de Young 8ginterviennent: chacun d’eux permet de trouver,
mécaniqguement, les combinaisons linéaires appraopridsci comment on procede. S’étant choisi
un diagrammeY, on le remplit des nombres de Inade toutes les fagons possibles. On obtient
ainsin! diagrammes de Young “chiffrés” (nous verrons dans un murgae nous ne devrons pas
les considérer tous). Pour chaque diagramme chiffré édinitldeux ensembles de permutations
Hy et Vy (des sous-groupes @&): Hy contient toutes les permutations des nombres a l'iniérie
des lignes, et de mémé, effectue les permutations des nombres a l'intérieur désnoes. En
termes deHy et Vy, on forme le symétriseur et I'antisymétriseur assoaig¢siagramme’,

svy= > D), ay= > e(@)D"™%0). (7.1)

oeHy oeVy

On considére ensuite la combinaison particuliere deteues de base donnée gay = aysy|e).
Finalement I'action de la représentation régulierec&wecteur engendre un sous-espace invariant
irréductible.

L'exemple deSs suffira a illustrer la procédure. Les trois représentaiirreductibles seront
associées aux trois diagrammes de Young a trois boites.
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La représentation réguliere & agit sur six vecteurs de base, que nous notel@nga; ), |a),
|ag), |as) et |as), avec la correspondanee = (3)(12), ax = (1)(23) etaz = (2)(13) les trois
transpositions, eds = (123) etas = (132) les deux permutations cycliques.

Commencons par le diagrammer]. |l ne comporte qu'une seule ligne, de sorte que quelle
gue soitla fagcon dont on le remplit des chiffres 1, 2 et 3,ma&ujourdHy = S etVy = {e}. Les
six diagrammes chiffrés donnent donc tous le méme r@selt on peut se limiter a n’en considérer
gu’un seul, par exemplg23]. Ensuite, on forme le vecteur

los) = D D™%o)le) = |e) + la) + lag) + |aa) + |aa) + |as). (7.2)
0ES

Il est manifestement invariant sous I'action de la repnést#on réguliere, puisque celle-ci ne fait
gue permuter les vecteurs de base. Par conséquent, on a

Dreg(o')|05> = |vs), (7'3)

qui montre clairement qups) génere un sous-espace vectoriel de dimension 1, inves@rs
I'action de la représentation réguliere, laquelle €duit & la représentation trivial®1(c) = 1.

On trouve ainsi que la représentation irréductible éliviest associée, a travers cette construction,
au diagramme a une ligne.

La construction associée au diagramme a une seule coésttrés semblable. A nouveau tous
les diagrammes chiffrés donnent le méme résultat, astte toisHy = {e} et Vy = S dans tous
les cas. On trouve le vecteur

lva) = D €(0)D"™%o)le) = |e) — |a1) — |az) — |ag) + |aa) + [s). (7.4)
0ES

Il n’est plus invariant sous I'action de la représentatieguliere, mais se reproduit a un signe pres,
Dreg(a)|0a> = ¢€(0)|va). (7.5)

Il engendre donc un sous-espace invariant de dimensioms,ldquel la représentation réguliere
agit par la représentation alternBg(c) = €(0).

Le troisieme et dernier diagramme a considérer contieet ligne et une colonne. Comme
le symétriseur et I'antisymétriseur sont tous deux rmonaux, tous les diagrammes chiffrés ne
donnent pas le méme résultat. Considérons d’abord Igratiame chiﬁr’e@z, pour lequel on
trouveHy = {e, a1} ety = {e, az}. Notre vecteur de départ s’écrit donc

lv1) = aysy|e) = [D"9(e) — D"9Y(az)][D"%(e) + D"™%a1)]le)
= |e) + |a1) — |ag) — |a). (7.6)

La procédure générale nous indique d’agir sur ce veeeer les matrices de la représentation
réguliere, ce qui est facile avec la table de multiplieatjpour rappel, une entrée dans le tableau
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est le résultat de la composition de I'élément indidanigne par I'élément indicant la colonne,
dans cet ordre)

€ a @ a3 u &

el e a a a3 a4 as
a|laa € o as ag ag
A | a € a1
Qp|a3 a4 a3 € a &
Y|y a3 a4 a as €
ds |ads A a3 a1 € o

En calculant I'action des six matrices de la représentateguliere sufvy), on s’apercoit
gu’elle fait apparaitre un second vecteur linéairemedépendaniv,),

D"™9(e)|v1) = |e) + |a1) — |ag) — |ag) = v1), (7.7)
D"™9ay)|v1) = |a1) + |€) — |as) — |a2) = |v2), (7.8)
D"™%az)|v1) = lag) + |as) — |as) — |ag) = |v1) — |v2), (7.9)
D"%ag)|v1) = |as) + |aa) — |€) — |a1) = —[v1), (7.10)
D"™9ay)|v1) = laa) + |ag) — |a2) — |as) = —[v1) + |v2), (7.11)
D"%as)|v1) = las) + |a2) — la1) — |€) = —[v2). (7.12)

Puisque|vz) = D'™9aj)|v1), il est clair que le résultat de I'action des six matrices )
s’exprime bien comme combinaisons linéairegudé et |v2). Explicitement, on a

D"®%(e)|v2) = |v2), D"™%a1)lv2) = [v1), D" ap)|v2) = —|v2), (7.13)
D"%ag)|v2) = —|v1) + [v2), D™%aa)lvz) = —|v1), D"¥as)lv2) = |v1) — |v2).(7.14)

Ces deux vecteurs engendrent donc un sous-espace in@ianension 2, dans lequel la
représentation réguliere agit par une représentdiigrle dimension 2, que les expressions ci-
dessus permettent de calculer explicitement. Dans la pase|v2), les six matrices de cette
représentation s’écrivent

D2(e) = (5 7). Delan=(7 o). D@ =(21 5). (7.15)
Do) = (o 7). Daay=(7" ). Daa=(2% ). (7.16)

Elles forment la représentation irréductible de dimen& deSs, puisque les traces de ces six ma-
trices valent respectivement 2, 0, 04, et—1, en accord avec le caractere de cette représentation,
calculé au chapitre 4. Ces matrices ne sont pas unitailgs,sont équivalentes a la représentation
unitaire donnée en (5.10) et (5.11).

La méme construction appliquée au diagramme ch@?—éest semblable mais donne des
résultats legerement difféerents. On troude = {e, agz} et Vy = {e, a1}, et un premier vecteur
de départ

lvz) = |€) + [ag) — |a1) — |as). (7.17)
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Comme ci-dessus l'action des matrices de la représentediguliere fait apparaitre un second
vecteur indépendant, que I'on peut choisir par exemplenseratant

lva) = D"™%@p)|v3) = |ag) + |aa) — |as) — |a1). (7.18)

Ces deux vecteurs engendrent un nouveau sous-espacamiageidimension 2. La restriction
a ce sous-espace de la représentation réguliere tdéfiei seconde copie de la représentation
irreductibleD».

Puisque I'ensemble des six vectelirs, |va), |v1), [v2), |v3), |va) engendrent 'espace de repré-
sentation de départ, les quatre sous-espaces invaudentiies a I'aide des diagrammes de Young
chiffrés fournissent la reduction compléte de la repréation réguliere,

D= D; @ D ® D2 ® Da. (7.19)

Les quatre diagrammes chiffrés que I'on n’a pas consiglaiamenent rien de nouveau.

La construction est totalement générale. On peut mogtrerdes diagrammes chiffrés corre-
spondant a des diagrammes de Young distincts (de form&reliffe) menent a des représentations
irréductibles inéquivalentes, et que ceux associés mé&me diagramme de Young meéenent a des
représentations équivalentes. De plus, pour obteniédaation compléete de la représentation
réguliere, il suffit de considérer les diagrammes césfftels que les nombres sont croissants dans
les lignes de gauche a droite, et croissants égalemestldamolonnes du haut vers le bas. Ces
diagrammes chiffrés particuliers sont appelés des diagres de Young standards (ou aussi des
tableaux de Young). Par exemple, pour la représentatiodirdension 2 deSs, les deux dia-
grammes standards sont ceux que nous avons utilisés pltjsarsavoir

112 1

3]

Le nombre de diagrammes standards associés a un diagrdenvioeing sera notéy .

Par ce que l'on vient de direfy donne donc la multiplicité avec laquelle la représeontati
irréductible associée au diagramme de Yolhgpparait dans la réduction de la représentation
réguliere. Et puisque cette multiplicité est égalea @iimension de la représentation, on en déduit
gue la dimension de la représentation irreductible aésacun diagramm¥ est égale &y .

Finalement on notera que la construction produit toujoassdatrices de représentation réelles,
ce quiimplique que toutes les représentations irrebdlestides groupes, sontréelles (équivalentes
a leur complexe conjuguée, et il existe une base ou lesaaatsont réelles, voir Section 4.6).

Le procédé décrit plus haut a I'avantage d’étre comsifiumais il reste tres fastidieux. Pour le
diagramme suivant dg; par exemple,
|

le groupeHy estd’ordre 12\ estd’ordre 4, et le produdty Sy contient une somme alternée de 12
4 = 48 permutations. Le procédég, pour ce diagramme, agh&20 = 5! combinaisons linéaires
D9 )aysy|e), chacune contenant 48 vecteurs de base. Ces 120 combmaisantoutes ex-
primables comme combinaisons linéaires de 5 vecteurspentdants, qui génerent I'espace de
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représentation d’une représentation irreductibleidedsion 5! Effectivement, pour la représenta-
tion de S correspondant au diagramme ci-dessus, les seuls diagsastamelards sont

1[2[3] [1[2[4] [1[3[4] [1[2][5] [1[3]5]
45 35 25 34 2[4

La liste des diagrammes standards associés a un diagrdommé deS, permet d’effectuer la
réduction de la représentation associéeSgl@estreinte aS,_1. On peut en effet observer que
lorsqu’on supprime le nombre des diagrammes standards 8g on trouve un ensemble de
diagrammes standards po8t_1, qui s’organisent en diagrammes standards associés diales
grammes de Young d&,_.

Ainsi par exemple, si on retire le 3 des deux diagrammes atdsdle la représentation de
dimension 2 dess (voir ci-dessus), on trouve les deux diagrammes standards

1

Le premier est le seul diagramme standard associé au diaggar], et le second est le seul
associé au diagramr@ On trouve ainsi la réduction

W&ZEIJ@E}

Dans l'autre exemple ci-dessus, on retire le 5 des diagranstamdards de la représentation
de dimension 5 d&s pour trouver cing diagrammes standardsSgte

1[2[3] [1[2[4] [1[3[4] [I[2] [1[3
] 3 2 34 [24

Les trois premiers sont les diagrammes standards assm:'réiagramm@:‘:‘, et les deux autres
correspondent au diagram@. On a donc la réduction d’'une représentation de dimerside
S en la somme directe de deux représentation§;dde dimension 2 et 3:

| -F e

Procédant de méme pour les autres représentationspwrette tableau ci-dessous, donnant
la réduction des représentations irreductiblessgen représentations irréductibles §g.,. On
s’apercoit ainsi que la réduction & a S,_1 s’opere en retirant une boite du diagrammesgde
toutes les fagons possibles, mais de telle sorte queudaésoit encore un diagramme de Young.
De plus, les représentations 8e_1 ainsi obtenues apparaissent toutes avec multiplicité 1.

Les propriétés que I'on vient de mentionner permetteriadieuler la dimension de la représen-
tation associée a un diagramme de Young quelconque, maald¢ul explicite reste laborieux.
La premiére méthode consistait a énumérer les diagwsrstandards associés a un diagramme
de Young donné; I'enumération peut se révéler fastide, et on pourrait facilement en oublier
guelques-uns. Une autre méthode serait de “remonter’bleaa des réductions successives de
S a S§,—1, mais la aussi, on doit passer par de nombreuses étapes@ttiaires. Mais la magie
des diagrammes de Young (re)commence a opérer: la reglequerres (hook formula) fournit un

57



f=1

moyen rapide et explicite de calculer la dimension de lagsgmtation associée a n'importe quel
diagramme de Young.

Soit doncY un diagramme de Young d®&,. Pour chaque boitedu diagramme, on calcule
le nombref; des boites traversées par I'équerre dont I'angle dstitentré sur la boiteet dont
les deux cotés perpendiculaires partent vers la droitemstle bas de la boite. L'entiér (hook
length) est donc égal au nombre de boites du diagramnéesitula droite de la boite de référence,
additionnée du nombre de boites situées en-dessous ludtéade référence, additionnée de 1
(pour la boite de référence elle-méme). Dans I'exemgbeontré plus haut du diagrame 8g les
nombres a droite indiquent les valeurs des enfigmour chaque boite:

| 4731
— 211

La regle des équerres affirme que la dimension de la repté&son associée ¥ vaut simple-
mentn! divisé par le produit des équerres,

n!

fy = =——. (Formule des équerres) (7.20)
[Ti ¢

Dans I'exemple ci-dessus, on trouve = % = 5, comme annoncée plus toét ! Un autre

exemple, pouf5s, est le suivant:

8|7]/5[3|2 151
71614[2|1 :

Y = fy = = 19305 7.21
g?l Y =8.7.53.2.7.6.4.2.4.3.2 9 (7.21)

un nombre que I'on aurait eu du mal a calculer par 'une des deethodes citées plus haut !

Il est facile de vérifier que la regle des equerres dofyie= 1 pour les deux diagrammes
constitués d’'une seule ligne (la représentation trgjial d’'une seule colonne (la représentation al-
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ternée). Il s’agit d’un cas particulier d’un fait plus g&al: la regle des équerres donne la méme di-
mension aux deux diagrammes de Young “conjugléstY', transposés I'un de l'autre (les lignes
et les colonnes sont échangées). Les représentatiédsiétibles correspondantes, également ap-
pelées conjuguées, sont exactement celles qui sontudsdiine de 'autre par la multiplication
par la représentation alternée:

|~ Dy(o) ~ Dyi(0) = €(0) Dy (o).

(Attention deux représentations conjuguées de cettéarane sont pas les complexes conjuguées
'une de l'autre.)

On en tire immédiatement le corollaire suivant: un diagree Young symétriquey, = Y!,
correspond a une représentation auto-conjuguéeyagute a sa multiplication par la représenta-
tion alternée. Le caractere d’une telle représentatiannule sur toutes les classes constituées de
permutations impaires:

|
Y = =Y' < Dy~e®Dy, xv(g,) =0 poure(g,) =—1. (7.22)

Nous terminerons ce chapitre en mentionnant un autre coupageette magique des dia-
grammes de Young (il y en a d’autres !): le calcul des carasti&réductibles. Supposons que I'on
veuille calculer la valeur d’'un caractere irreductibie(g,) sur une classeg,. Rappelons-nous
gu’'une classg, de S, est associée a une partitionleou a une structure en cycles de longueurs
1, J2, ... (chaque cycle est d’ailleurs représenté par une colonrdiagramme de Young corres-
pondant a la classg,).

Pour calculeryy(g,), on commence par calculer les longueurs des equéttés..., (i, des
boites de la premiére colonne ¥g(supposé contenim lignes), que I'on range dans un symbole
[€1€2 ... {m|. On appellera un tel symbole un déterminant (pour desmaib@storiques). Avec le
premier cycle de longueys, on forme la somme des déterminants

(€1 —j) o ... tml + 101 (L2 = j1) ... ml + ... + €1l ... €1 (Em — jO)I, (7.23)

de laquelle on élimine ceux qui ont deux entiers identigaeseux qui possedent un entier négatif.
Pour chaque déterminant restant dans cette somme, otueffaanéme opération de soustraction
avec le deuxieme cycle de longuept et ainsi de suite pour tous les cyclesgle Apres que
tous les cycles aient &té utilisés, on obtiendra une semendéterminants, chacun contenant ex-
actement les entiers 0, 1, 2,., m — 1 dans un ordre quelconque, c’est-a-dire que chacun de ces
déterminants sera de la formigis ... iym| avec(iy, iz, ...,im) = c(M -1, m—2, ..., 1, 0) pour

une certaine permutatiende S;,. Chaque déterminant de ce type recoit la valeur de lagdeit

lirtiz ... im] = €(0), etlavaleur du caractene, (g, ) vaut la somme des valeurs des déterminants
ainsi obtenus !

Prenons I'exemple de la représentation de dimension@dessociée & = H:‘ Le détermi-
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nant de départ s’écr|8 1].

9 = OO = 137
D@ : 1214+130)

(7.24)
1) : 2120
2.1100=2 —  v(g) =2
g = Q) : 13Y 7.25)
D : 0 — (@) =0
&G =03 : 131 7,26

01l=-1 — xv(@Q)=-1

On a retrouvé le caractepe= (2, 0, —1) de la représentation de dimension 23je..

Calculons également, pour le plaisir, le caractere depegsentation de dimension 193 050 as-

sociée au diagramme & mentionné plus haut, sur la classe de conjugaiges (5)(3)(3)(2)(2)
(un cycle de longueur 5, deux de longueur 3 et deux de long2)eure diagramme de Young de
la représentation en question est

de sorte que le déterminant de départ V8ut 4 2. On obtient:

G322 : 18747
B2 : 137472
(322 : 0742+|3712
(22 : 2-10712+|3412
(2 : 2-10512+1(341Q
2.10312+1321Q=2-(+1) + (+1) = 3,

(7.27)

et doncyy(g,) = 3.

On notera que cette regle implique immédiatement quedecteres irréductibles des groupes

de permutations sont tous des entiers.
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EXERCICES

7.1 Dans la construction des représentation§gléétaillée plus haut, calculer explicitement les
matrices de la représentation obtenue a partir du diagmn’hiﬁré%g, et montrer qu'il
s’agit bien de la représentation irréductilide.

7.2 Montrer que la réduction du produit tensori2} ® Dy- de deux représentations irréductibles
de S, contient la représentation triviale si et seulemen¥’si= Y, et qu’elle contient
la représentation alternée si et seulement’si= Y!. (Utiliser le fait que les caracteres
irréductibles sont réels.)

7.3 Utiliser la regle des déterminants pour recalculer lactre de la représentation de dimen-
sion 2 deS, (diagramm% ). Comparer avec le résultat du chapitre 4.

7.4 Prouver ques, pour toutn > 2 ne possede que deux représentations inéquivalentdis de
mension 1. Montrer pour cela que le quoti®t[S,, §,] ('abélianisé deS,) est isomorphe
aZy. Combien de telles représentations les groupes altéknesssedent-ils ?

7.5 Soit g, = (n) la classe de conjugaison @& constituée d’'un seul cycle de longuaur
Utiliser la regle des déterminants pour montrer que lakesaeprésentations irréductibles de
S pour lesquellegy (g,) est non-nul correspondent aux diagramrviesn forme d’équerre

Sis + 1 désigne le nombre de boites de la premiere colonne reranieyy (g,) = (—1)°.

7.6 Nous avons calculé a la section 4.4 la réduction de |e&sgmtation de définition dg, en
deux représentations irréductibles. Généraliseataita S, et montrer que la réduction est
donnée par

DZ' = D; @ Dy_1, (7.28)
ou D1 estlareprésentation triviale, Bt,_1 estirréductible de dimensiorr-1. Son caractere
vaut donc

xn—1(g) = #{objets laissés fixes pa} — 1. (7.29)

Noter que cette représentation irréductiblg_1 n’est pas auto-conjuguée (sauf d&gp ce
qui permet d’en obtenir une second, ; = € ® Dp_1.

En se servant du résultat de I'exercice 7.5, montrer quedeesentatioD,,_; correspond
au diagramme de Young de S, contenant — 1 colonnes (et donc deux lignes):

v [T
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CHAPITRE 8

GROUPES ET ALGEBRES DELIE

Les groupes de Lie dépendent de parameétres continus. apport a leurs analogues dis-
crets, ils peuvent sembler plus compliqués puisqu’ilspdent un nombre infini non-dénombrable
d’élements, ce qui peut amener une série de difficuééBrtiques. Par contre, ils se prétent aux
méthodes différentielles, et cela amene des simplifinatconsidérables. Commencgons par un
exemple particulierement simple, mais éclairant.

8.1 LE GROUPE AEELIEN SO(2)

Le groupe des rotations en deux dimensions est abélieapend d’un seul parameétre continu,
a savoir un angle qui varie entre 0 et2. Il possede une représentation unitaire de dimension
deux, bien connue puisque c’est sa représentation detagfifou représentation fondamentale):

__[cosp —sing
Dlp) = (sin(p COSp ) (8.1)

La loi de composition de deux rotations est respectée papl&sentation puisque celle-ci satisfait
D(p)D(y) = D(p + y mod 2r).

Une rotation d’angle peut s’obtenir comme une successiomdetations d’angley/n, et la
méme chose est vraie pour la représentafid@,) = [D(¢/n)]". Lorsquen tend vers l'infini, une
rotation quelconque se ramene a une succession de nstatiinitésimales, d’angle/n, dont la
représentation vaut

7 cost —sin% 1+... —24...
D(ﬁ): sinZ cos? ) T\ 2+ 1+
4 2 24 ...
B 9 (0 i —
—I[—i-ln(_i O)+...:I[+|nT+..., (8.2)

—-i 0

Prenant la puissanaede cette rotation infinitésimale, et de la représentatmmespondante,
on obtient

avec la matrice hermitienne = ( O. ! ) =TTt

i K
('%)Tk = explipT). (8.3)

(o)
_ i 9 n_
D(p) _nI|_>moo[H+|ﬁT +] -3
k=0
Méme si il est exprimé ici dans la situation particuliment simple d’'un groupe abélien a un
seul parametre, ce résultat est central dans ce chalfaitreprésentation d’un élément de groupe
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s’exprime comme I'exponentielle d’'une matrice décrivamé transformation infinitesimale, c’est-
a-dire toute proche l'identité (I'eélément neutre). tFement dit, la représentation d’'un elément
guelconque du groupe est I'exponentielle de la repréentassociée a un élément arbitrairement
proche de I'eléement neutre ! Bien entendu, la forme exptiake D(¢p) = expip T) ne doit pas
nous surprendre puisqu’elle reproduit une loi de groupéti@ddet donc abélienne), mémeBi
est une matrice.

Pour s’assurer que I'on reproduit la représentation wiatle de départ, on peut calculer
I'exponentielle explicitement en observant gife= I, et doncT&+1 = T et T =T:

(I(D)Zk ((p)Zk—l-l 2k+1
explioT) = Z 21 Z < (2K + el HZ( D (2k)| +'TZ( ) (2k+1)l
B . . (cosp —sm(p
=1Icosp +1T sing = (sin(p cosp ) . (8.4)

La représentatiol (g) est donc entierement déterminée par la maiffies la valeur du parametre
correspondant g. T est assez logiquement appelé le générateur infinitdspaisqu’il décrit le
premier ordre non-trivial d’'une transformation infinitesile, c’est-a-dire le terme linéaire dans le
développement de Taylor d2(p):

. d
T = —|%D((p) o (8.5)

Notons que si I'on choisit pouF le nombre 0 (matrice de dimension 1), la formill¢p) = €¢7
fournit la représentation trivial®(¢) = 1 de dimension 1. De facon plus générale, on peut
prendreT = m pourm un entier, positif ou négatif, ce qui ameéene une famille ggrésentations
non-trivialesDm(p) = €™ de dimension 1, toutes inéquivalentes.

N’importe quelle matricd cependant ne donne pas lieu a une représentation pustpiele
groupe imposéd (27 ) = I. Cette contrainte est d’origine topologique: elle tradeitait que la
représentation doit respecter la topologie du groB¥2), qui est celle d’'un cercle.

8.2 EXPONENTIELLE ET GENERATEURS INFINITESIMAUX

Ce que I'on vient de faire pour un groupe abélien a un patesrse généralise a un groupe
continu, abélien ou non, et dépendant d’'un certain norderearametreg, to, ... Un élément
guelconque du groupe sera repéré par les valeurs de @agtaesg = g(t1, to, ...). Nous sup-
poserons que les parametres sont choisis de telle sorfetipmeent neutre correspondea= 0,
c’est-a-direg(0, 0, ...) = e.

Considérons une représentation du groupé,) = D(g(t)), que I'on suppose suffisamment
réguliere dans les paramettgsOn a bien sUD (t = 0) = I. Pourt fixé, D(t) est une matrice dont
les coefficients sont des fonctions régulieres des vimsdh. Supposons que son développement
de Taylor donne au premier ordre (terme linéaire)

dim G
D) =T+itiT +itT?+.. + Otaty) =T+1 D> ta T+ ... (8.6)

a=1
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ou lesT?2 sont certaines matrices numeriques, toutes distinabesombre égal a la dimension de
groupe. Elles dépendent naturellement de la représemtzioisie.

Supposons d’abord que I'on mette tous les paramégtr@zéro, sauf 'un d’entre eux, disons
t1. Alors la forme infinitésimale

D(t,0,---,0)=I+itsT*+..., t1~0, (8.7)

correspond a une transformation infinitésimale “dansidectiont,”. L'itération de la forme in-
finitesimale nous permet de calculPi(t;) pour des valeurs croissantes du parametre le long de
la courbet = (1, 0,0, - - -, 0). Localement, cette courbe correspond & un sous-grougealla

loi de groupe est I'addition du parametig, de sorte que I'on se retrouve dans la situation de la
section précédente. On en conclut que, pour des valeugs filet;, la représentation possede la
formeD(ty, 0, - - -, 0) = exp(ity T1).

Le méme raisonnement s’applique a n'importe laquellealgses directions indépendantes,
qui définissent autant de sous-groupes abéliens, et rovued

D(---,0,ta, 0, - - -) = explitaT?). (8.8)

Considérons maintenant un élément générique du @odp to, . . .). Le vecteur de parametres
t définit une directiorf et une norme:

|

t=(t,t,..)=t] - — = |t] - . (8.9)

—|

On peut ainsi voir I'elément du groupe correspondgft) comme se trouvant dans la direction
f au déepart de I'element neutre, et & une “distaricetie celui-ci. Lensemble des éléments du
groupe qui sont dans cette direction, c’est-a-dire cesraés a des valeurs de parameétres qui ont
méme directiorf (au signe prés), forment un sous-groupe abélien a umgdre, la valeur dé]|.
Lorsque ce parametre est infinitésimal, la forme infgiit@ale (8.6) donne

D) =I+i[t]X+..., It| ~ 0, (8.10)

avecX = > {2 T2 Le méme argument développé plus haut pour les direc@t@mentaires,
s'applique a la directio. 1l s’ensuit queD(t) posséde la forme exponentielle pour des valeurs
finies delt],

D(t) = exp(i[f]X) = exp(i ZtaTa). (8.11)

Ce résultat est capital: il relie une représentation djuoupe de Lie, un objet complexe
dépendant de parametrgsqui se composent de facon généralement tres comgi{uar plus
loin), a un nombre fini de matrices numériques, qui sp&tifi'action de la représentation au
voisinage de l'identité. Il permet de passer du local albglod’exprimer une transformation finie
en termes d’une transformation infinitésimale.
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Les matriced @ sont appelées lggnérateurs infinitésimauxdu groupe dans la représentation
D, puisqu’elles spécifient I'action dB(g) pour des éléments du groupe proches de I'elément
neutre. On peut voif @ comme le générateur infinitésimal dans la direcéipn

0
T8 =—-i—D(t .
ota ()t=0

(8.12)

La combinaison)_, {aT2 apparait alors comme le générateur infinitésimal dares direction
mixte, combinaison des directions éléementaires paretepar les valeurs des coordonnées

Géomeétriqguement, la situation serait celle de
la figure ci-contre (siG n'a que deux directions
indépendantes). Les directions tangentes a I'élé-
ment neutre%, sont représentées par les généra-
teurs T2, dans I'espace de représentation. Elles
engendrent le plan tangent a 'élement neutre, et
I'algebre de Lie dans I'espace de représentation.

Remplacer un ensemble de matri@&spar un autre, c’est passer d’une représentation a une
autre: les repesentations d’'un groupe de Lie sont @éndiment s@cifiées par des ensembles de
matrices T, qui donnent les re@sentations possibles desngrateurs infiniesimaux du groupe.

Le probleme des représentations d’'un groupe de Lie sedrainsi ramené au probleme des
représentations possibles des générateurs infimgesi. Bien slr, n'importe quel ensemble de
matricesT 2 ne convient pas. La condition la plus évidente est qu'alt@sent étre telles que les
matricesD (t) constituent bien une représentation du groupe choisi. d¢nende condition, plus
subtile, est que les matric&$ soient telles que les matrices €xp_, taT?) respectent la topologie
du groupe, comme cela a &té illustré plus haut dans lee8<(2).

Nous n’examinerons que la premiéere condition, de naturement algébrique, ce qui nous
menera directement a la notion d’algebre de Lie. A unepion pres, nous ne Nous occuperons
pas de la seconde condition, qui implique pourtant des amés supplémentaires sur les matrices
T2 (sauf pour la classe des groupes de Lie “simplement confjexesquestion qui est au coeur de
cette deuxieme condition est la suivante: de quel groupeterent obtient-on une représentation
lorsqu’on exponentie une représentation des génaratefinitésimaux qui satisfait la premiere
condition ? C’est une question de nature topologique, plisate a aborder. Nous n’y répondrons
gue dans un cas patrticulier, celui 8€X3), le groupe des rotations en trois dimensions.

8.3 ALGEBRES DELIE

La forme exponentielle des représentations repose deemeaassentielle sur le fait qu’'un
elément quelconque du groupe (dans un voisinage apprdprl’€lément neutre) peut s’obtenir
par compositions de déplacements infinitesimaux sur teteade groupe. Cela implique une
propriété similaire au niveau des représentations eemnpt de calculeD(t) en composant des
transformations infinitésimales. Pour cela, il faut quedénérateurs infinitesimaé soient tels
gue la composition des transformations infinitésimaléstéen celle du groupe, et que le résultat
D(t) soit effectivement une représentation.
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Peut-on expliciter les conditions que doivent satisfassgénérateurs ? Puisque ce sont eux qui
assurent que la composition des transformations infinii@ges est bien celle dictée par le groupe,
les conditions gu’ils doivent satisfaire doivent &traées a la loi de composition du groupe.

Précisément, sous I'’hypothése que les générateems lals bonnes propriétés, la forme expo-
nentielleD (t) = exp(i >_, taT?) est une représentation, mais le fait que c’en est une estiiéire
manifeste ! En effet, il faut que le produit d’exponentislide combinaisons de générateurs soit
encore I'exponentielle d’'une combinaison de générateuRemarquons aussi que si c’est le cas,
la loi de composition du groupe est completement fixée.

Supposons donc que la loi de composition s’écggg(u) = g(v) OUva = va(t, U) sont des
fonctions, généralement compliquées,tdet u. Ces fonction®,(t, u) sont réellement la loi de
composition du groupe (dans la paramétrisation choisiegqu’elles expriment la maniere dont
'éléement de parametrtese compose avec celui du parametq@our donner celui du parametse

Par exemple, le groupe des translations et dilatationsagia droite réelle pax — e2x+ty,
avecty, to € R. Dans ce cas la composition donne

g()g(u)x = g(t)[e"2x + u1] = e2[e"2x + u1] + t1, (8.13)

de sorte que; = t; + €2uy etvy = to + Up.

Comparons maintenant avec la composition des reprégergatans la forme exponentielle:
exp(i D> 0aT?) Z expli > taT¥) expli > uaT?). (8.14)
a a a

Examinons cette identité en ne retenant que les termedrd’@rau plus. Pour la facilité d’écriture,
posonsA =1,T2, B =u,T2 etC = v,T2. On trouve, en négligeant tous les termes d’ordre 3,

éC — D(v) = D(t)D(u) = €AeB = (H—i—iA—%Az-l—...)(H—i-iB—%Bz-l—...)
=T1+i(A+ B)—%(A—i— B)Z_%[A, Bl +...
- exp(i(A—l— B) — %[A, B] +) (8.15)

et dés lors,

_ i _ c i a Tb
C=A+B+[A B]—i—..._;(tc—i-uc)T +§§taub[T I (8.16)

PuisqueC doit étre une combinaison linéaire des générateurselat pour toutes les valeurs de
t etd, il faut que les commutateurd f, TP] soient eux-mémes des combinaisons linéaires des
générateurs. On doit donc avoir

[T2 T =D ifanc TS, (8.17)

C
pour fape = — fpac des nombres (en général complexes) que I'on appetistantes de structure
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De plus, la relation (8.16) fixe la loi de composition a I'te@,

1
Dec = tC =+ Ue — é Z fabctaub + ... (818)
a,b

Nous obtenons ainsi que la forme exponentielle de la reptason est consistante avec la
composition, a l'ordre 2, siles générateurs infinitéasiix se reproduisent sous commutation, c’est-
a-dire qu'ils forment une algébre. De plus les constadéestructure de cette algebre fixent la loi
de composition du groupe, ou inversément, dépendant ohi g vue que I'on adopte, la loi de
composition détermine les constantes de structure etlthdgebre des générateurs.

L'algebre satisfaite par les générateurs esgBbre de Liedu groupe. Elle est la traduction,
au niveau infinitésimal, de la loi de composition du growgtegonstitue donc une caractéristique
intrinseque du groupe. En particulier,

quelle que soit la refrsentation Dg) que I'on choisit, les matrices asséeis T
doivent toujours satisfaire la @me algbre

L'algebre de Lie d’'un groupe est un espace vectoriel. Egtedi A et B sont dans l'algebre de
Lie, il existe deux éléments du groupe dont les formesitéfsimales valent respectivemént i A
etl + iB. Et dans ce ca® A et fB y sont aussi, quels que soient les réelst #, ainsi que leur
sommex A+ B. Dans cet espace vectoriel, un ensemble concret de géné&®? forme une base
particuliére. Un changement de b&&&— L4 TP s'effectue par une transformation linéalreet
correspond a choisir les directions tangentes indépeadalifferemment. Ce changement de base
dans l'algebre de Lie s’accompagne d’une transformatfipoeée des parametrés— L;bltb.

Qu’en est-il aux ordres supérieurs? Obtient-on d’autmegraintes sur les générateurs ? La
réponse est remarquable: les ordres supérieurs n'appaaticune nouvelle contrainte sur les
générateurs ! Le fait que les générateurs satisfolgidlare de Lie du groupe assure que le produit
D(t)D(u) a la forme exponentielle attendue, et fixe la loi de compmsitiu groupe, a tous les
ordres. Vérifions cela a I'ordre 3.

En fait, la seule chose & vérifier est que I'écriture exiellee’C = €A B est consistante:
si A et B sont des combinaisons linéaires des générateurs,@libest également. Si c’est le cas,
les coefficients, dansC sont automatiquement fixés:

va(t, u) = —ilog (eiAeiB)

(8.19)

Ta'

La seule contrainte non-triviale est donc que la mat@ce —ilog (eiA eiB) est une combinaison
des générateurs. Poussant le calcul ci-dessus a I'8rdams les parameétrésu, on trouve

i 1
C=A+B+3[A Bl - —[A-B.[AB]+... (8.20)

Par la propriété d’algebre d&$', c’est bien une combinaison linéaire des génératelideritifica-
tion des coefficients de la combinaison linéaire fixe la Bcdmposition a I'ordre 3:

1 1
Va =1a +Ug — 5 Z focatblc — 12 Z focd fdeatbUc(te — Ue) + . .. (8.21)
b,c b,c.d.e
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De méme tous les ordres supérieurs s’expriment en terme®imhmutateurs multiples, qui
se réécrivent comme combinaisons linéairesesLa série (8.20), compléete a tous les ordres,
s’appelle la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

Notons que si toutes les constantes de structure sont nalles de composition est additive,
va = ta + Ua, et donc abélienne. Tous les générateurs commutert,geblipe correspondant est
abélien. Dans ce cas, I'algebre de Lie elle-méme esttiédienne.

La propriéeté d’algebre de Lie est donc essentielle. Onoatré qu’il existe une parameétri-
sation particuliere des représentations, et donc dupgrospécifiee par I'ecriture exponentielle
D(g) = €%T" en termes de certaines matrices numeridifesLa loi de composition du groupe,
va = va(t, U), est complétement encodée dans la structure de I'adgids générateurd §, TP] =
i fapcT €. La connaissance des fonctiangt, u), du moins dans le voisinage de I'élément neutre,
est équivalente a celle des constantes de strudtigrgdes nombres !). Un groupe de Lie et son
algebre sont donc en parfaite correspondance (modulaitggites topologiques évoquées plus
haut), comme le sont les représentations du groupe etsaidléalgebre associée.

La classification des représentations d’'un groupe de Limé@eut maintenant se faire en deux
etapes: (1) identifier I'algebre de Lie du groupe, c'astire spécifier I'algebre que doivent satis-
faire les générateurs pour que la loi de composition geit belle du groupe donnég; (2) chercher
toutes les représentations de l'algebre, c’est-a-@sscier des matrices aux génératditsde
toutes les facons possibles, de telle sorte que ces nwsa@tisfassent I'algebre de Lie du groupe.

8.4 MRAMETRISATIONS

Nous avons vu que n’'importe quelle représentabdgg(t)) possede une écriture exponentielle,
mais d’autres formes sont possibles. Toutes sont équiex I'écriture exponentielle, via un
changement de coordonnées (de paramétrisation), lesplugent hautement non-linéaire, mais
certaines sont plus pratiques.

L'écriture factorisée fournit un exemple d’une tellertséormation. Plutdt que d’écrim@ (g(t))
= expli >_,taT?) sous la forme de I'exponentielle d’'une somme, on I'écrimoee un produit
d’exponentielles,

D(g(t) =[[e""" (8.22)

Cette forme factorisée peut se comprendre comme ceci. roaefexponentielle découlait de ce
que la représentation associée a I'élement du groppevait s’obtenir en composant des transfor-
mations infinitésimales dans la directibrMais ce déplacement de I'élement neutre “directement”
verst ne représente pas le seul chemin possible reliant les dentspOn peut par exemple com-
poser des déplacements le long des directions élemesitai’écriture (8.22) correspond a une
telle composition de mouvements, dans un ordre spécifiafgnrte quel ordre convient).

Remarquons que les formes infinitésimales, a I'ordredirg, des deux écritures, exponentielle
et factorisée, sont les mémes. L'une ou l'autre peut deine Gtilisee pour calculer I'algébre du
groupe. La forme factorisée est cependant plus commodgyisuffit de connaitre suffisamment
de transformations élémentaires indépendantes.
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Une utilisation itérative de la formule de Baker-Camplhtdiusdorff permet de réécrire le pro-
duit (8.22) sous la forme d’'une seule exponentielle(gkp?), ou les coefficients] = t/(t)
sont des fonctions généralement compliquées maissibles des coordonnéésAinsi a I'ordre
guadratique, on trouve

D(gt) =[] = H(H +it, T2 — %tg(Ta)2 + .. )

a

a
1

— ; a_ = a2 _ aTh

_H—HEa taT ZEa (taT*) EtathT +...

a<b
1 1
— i a__ — a2 _ — a Tb
a a a<b
. 1
- exp{l >t - > > fandtal) TS+ } (8.23)
c a<b
et donc les nouveaux parametres

t’=t—}Zfbttb+ (8.24)
C C 2 ~ apcta .

La loi de composition des parameétitégst celle de la section précédente, c’est-a-dire

1
ve =t +uy — 5 > fanctalp + .. (8.25)
a,b

et implique que dans la paramétrisatigelle devient

Dc = tc + Uc + Z fachatb + ... (826)

a<b

Cette paramétrisation factorisée est également wileqlie 'on connait les représentations de
transformations élementairefa™* (sans sommation sw&). En effectuant le produit des matri-
ces, on obtient la représentation d’un élement gémkergroupe, plus facilement que si I'on doit
calculer I'exponentielle d’'une somme de matrices qui nerooient pas, une tache généralement
impossible a mener jusqu’au bout.

8.5 EXEMPLE 1: LE GROUPESU(2)

Le groupeSU(2) est le groupe dont la loi de composition et celle des mat@ce®, unitaires
et de déterminant 1. Une telle matrice peut s’écrire, pobre C,

D(g) = (_‘1* a'i) aveclal? + |bj2 = 1.

Sion écrit les deux nombres complexes sous la famea; +iap eth = by +iby, la contrainte sur
aetb devienta?+a2+b?-+b3 = 1. La variété de groupe d@U(2) est donc une sphere dak$, une
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variété de dimension 3, compacte. Il est cependant plosrame d’utiliser une paramétrisation
en termes de 3 parametres libres, plutdt que 4 parameédresaints. Les coordonnées polaires
s’'imposent d’elles-mémes.

Remarquons que $i est un vecteur sur la sphere Bé, alorsz = (ficosy, siny) est sur
la sphere d&®*. Utilisant les coordonnées angulaires habituelles sapl&re deR3, & savoir la
longitudeg et la latituded en termes desquellés= (cosp cosf, sing cosh, sind), on obtient

Z = (cosp cost cosy, Sing cosh cosy, Sind cosy, Siny) = (ay, ag, by, by). (8.27)

Par conséquent, on trouae= cosf cosy €9, b = sind cosy + isin y, et aussi la représentation
de dimension 2 d&U(2), qui définit le groupe lui-méme:

(8.28)

cosd cosy ¢ sinf cosy + isin
D((/),G,x):( 1 2 +isi %).

—sindcosy +isiny  cosfcosy e”'?

Les angleg etd varient dans [027[ et [-%. 5] respectivemgnt, alors qu@varie fja,ms[—%, Z]
puisque(n, y) et (—N, = — y) correspondent au méme poinde la sphere. L'é€lément neutre
correspond &g, 4, y) = (0,0, 0).

Pour la suite, nous utiliserons les coordonnges y, to = § ett3 = ¢, de sorte que

'ts . . .
D(t) = ( cost; cost, € costy sinty + i smtl) (8.29)

— cost;y sinty + isint; cost; cost, et
Il n’est pas difficile de calculer la loi de composition eregffuant le produit des matric€gt) D (u)

et en identifiant les nouveaux parametrete sorte que la matrice résultante 9div). On trouve
explicitement:

Sinv; = Cost; costy costz Sinup + COSU1 COSU2 COSU3 Sinty

+ cost; cosus[cost;, sintz sinu — cosup Sinus sints], (8.30)
COSv1 Sinvy = — CcOSty oSty Sintz Sinu 4+ COSU; COSU» Sinus Sint;
+ cost; cosus[cost, costsz Sinuy + COSUy COSus Sinty], (8.31)

cosp1 cosvo €3 = cost; Cost, cosu; cosuy € (3+43)
—(cost; sinty + i sinty)(cosus Sinug — isinuy). (8.32)

Ces trois relations déterminent univoquement les troisreaux parametres en termes des anciens,
et définissent donc la loi de composition du grogig(2).

Calculons a présent l'algebre &J(2). On peut le faire en utilisant la représentation de
dimension 2 ci-dessus, ou en utilisant la loi de compostibstraite du groupe, indépendante de
toute représentation (mais obtenue a partir de I'unettéeglles). Commencons par la premiere
méthode.

Pour cela, il suffit de développer en série des trois pateest, la matriceD(t), a I'ordre
lingaire, et d’identifier les matriceB? de dimension 2 qui sont les coefficients des trois termes
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d’ordre 1. Ces matrices dépendent bien entendu de laseqidion de départ, mais leurs relations
de commutation n’en dépendent pas et fournissent I'aggéb groupe.

Nous trouvons

. . 3
14tz 4. i+t . a
D(t) = (itl—tz-i---- 1—it3—|—...) _H+Ia_21taT + ... (8.33)

avec les trois matrices suivantes, appelées matricesudie Pa

01 0 —i 1 0
le(l o)’ T2=(i 0), T3:(O _1). (8.34)

Le calcul des commutateurs est direct, et donne 'algebre
[TL 13 =213, [T2, 7% =2T!  [T3 7Y =2T? (8.35)
ce que I'on écrit encore sous forme condensée,
[T2, T°] = 2ieancT®, (8.36)

oU eapc €st totalement antisymétrique, et normalisé de sorteegpie— +1. Les constantes de
structure de 'algébre sont donc égales, dans cette hase,

fabc = 2e€abc. (8-37)

On notera que les trois matric&$ sont hermitiennes de trace nulle, et qu’elles géneresphce
vectoriel de telles matrices (n'importe quelle matrice 2, hermitienne et de trace nulle, est une
combinaison linéaire des matrices de Pauli). Nous poudons caractériser I'algébre @&U(2),

de facon abstraite (sans faire référence a une baseipignte), comme 'algebre des matrices 2,
hermitiennes et de trace nulle.

Le calcul de I'algebre (des constantes de structure) ggalement se faire en développant la
loi de composition, a I'ordre 2 cette fois. Un calcul dirdcinne

v1 =114+ U +thux —thuz+... (8.38)
02 =1tr +Up —t3u1 + iUz + ... (8.39)
v3 =13+ Uz —tius +toug + ... (8.40)

Identifiant ce développement aveg = tc + Uc — %Zab fabctaUp, ON obtient que les seules
constantes de structure non-nulles sont égales a

fos1=—Tfa21=2, faro=—"Ff130=2, fio3=—Tr13=2, (8.41)
c’est-a-dire le résultat précédefiyc = 2¢apc.
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Ce calcul de I'algebre d8U(2) est basé sur la paramétrisation particuliere du growpeée
en (8.29). Est-ce la paramétrisation exponentielle ?ejpanse est non, et il faut bien avouer qu'il
y avait tres peu de chances que cela soit le cas ... Pour saigore qu’elle n'est en effet pas la
paramétrisation exponentielle, il suffit de calculer iadecomposition & l'ordre 3 et vérifier qu’elle
ne coincide pas avec celle obtenue en (8.21) pour la pariaaté&in exponentielle. Développant la
loi de composition a I'ordre 3, nous trouvons

1
v1 = {1 + Uq + t3us — thuz — E[tl(ug + Ug) + U1(t22 + t32)] + ... (8.42)

Le terme d’ordre 3 dans cette expression est differentatdrié 3 calculé dans la paramétrisation
exponentielle, et donné en (8.21):

1

1 1
T > focd faerthlic(te — Ue) = 3(1aUs — taly) + Z(touz — tauy) (2 — Up). (8.43)

b,c.d,e

Nous pouvons ainsi conclure que la paramétrisation qus aeons utilisée ici n’est pas la paramé-
trisation exponentielle, mais coincide avec elle a I'er@r

En fait, dans le cas particulier de ce groupe, on peut éexpdicitement la représentation de
dimension 2 dans une paramétrisation exponentielle. Wixae coordonnées commode est le
suivant, en termes d’un angje et d’un vecteun deR® de norme 1, &crit en coordonnées polaires
comme précédemment sous la forfme- (cosy cosd, sing cosh, sing),

DEP(f, y) = 51T — I[cos% +i(A- f)sin%
_ cos% +isingsin& ie”'? cosd sin (8.44)
i€ cosd sin% cos% —isindsiny J’

ou lesT? sont les matrices de Pauli données plus haut. Les apgit§ prennent leurs valeurs
habituelles, 0< ¢ < 27 et—% < 6 < %, alors quey varie dans |- 2z, 2r]. Cependant les
parametregn, y) et (—A, —y) correspondent aux mémes éléements du groupe, de telée o
I'on peut restreindrey a lintervalle fermé [02xz]. De plus, les valeurs des paramet(és0)
pour n'importe queh définissent le méme élément du groupe (I'élémentneg¢@t doivent &tre
identifies, et il est en de méme pour les valeurs des pdras(@, 2z). Si I'on forme avec les
parameétres) et i le vecteur deR3 défini parx = wA, on obtient que la variété de groupe dans
ces coordonnées est une sphere pleine de raypddht tous les points de la surface doivent étre
identifiés.

On peut y définir une mesure d’intégration, c’est-a-dineélément de volume dans la variété
de groupe,

dg = cosd sir? % do d6 dy. (8.45)

Le volume du groupe est alors donné par

2r % 2r W
ISU2)| = /dg :/ do do cost / dy sir? 5= 472, (8.46)
0 0

_z
2
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L'intégration normalis'e%# | dg est I'equivalent continu de la somme normali Zg utilisée
précédemment pour un groupe fini (notamment dans lesae$ad’orthogonalité des caracteres).

8.6 EXEMPLE 2: LE GROUPESO(3)

Le groupe des rotations en trois dimensions dépend de geommetres. N'importe quelle
rotations dan®k? est spécifiee par un vecteur unitairéqui détermine I'axe de rotation) et un
angle de rotationy autour de cet axe. Du fait qu8, ) et (—A, —y) spécifient la méme rotation,
on peut restreindres entre 0 etr en identifiant(h, z) et (—A, ) (puisquer = —z mod 2r).

Une rotation quelconque pourra ainsi étre repérée paeateurX = yh deR3, de directiom et

de normey. La variété de groupe d80O(3), dans ces coordonnées, est donc une sphere pleine
dansR3, de rayonz, dont les points de la surface diamétralement opposé&guiktre identifiés,

(A, =) ~ (=N, 7). Cette identification introduit une structure topologiqam-triviale.

S O(3) est aussi le groupe des matrices 3, orthogonales de déterminant 1. On pourrait cal-
culer une paramétrisation de ces matrices et ensuit@batgdeS O(3) a partir de la représentation
de dimension 3 ainsi obtenue, comme on I'a fait pSUK2).

Pour changer, et pour illustrer les propos de la sectionds pouvons partir de la représentation
associée aux trois sous-groupes a un parametre indépeque sont les rotations autour de I'axe
X, § et2. Ces trois sous-groupes sont clairement représentés par

1 0 0 cost, 0 —sinty
Dx(ty) = (O cost; sint; ) Dy(t2) = ( 0 1 0 ) (8.47)
0 -—sint; cost; sint, 0 cost,
cost3 sintg O
D(t3) = ( —sint3 costs O) . (8.48)
0 0 1

D’aprés la section 1, ces trois matrices peuvent s'éceispectivement sous la forneltJ1, glt2J2
ete%, Puisque I'écriture factorisée de la représentatidndestique a I'ecriture exponentielle a
I'ordre linéaire,

Dx(t1) Dy(tz) Dy(t3) = I +itydy+ .. )T +itodo+ .. )M +itzds+...)
= [+ ity +itpdo +itzgdz+...) = exp{za itada + ...}, (8.49)

on peut utiliser les trois sous-groupes indépendants galauler I'algebre de&SO(3). Des trois
matrices ci-dessus, on trouve facilement les trois gérars

0 0 O 0 0 i 0O —-i O
le(O 0 —i), Jzz(O 0 O), ng(i 0 O), (8.50)
O i O —i 0 0 0O 0 O

que I'on peut d’ailleurs écriréJy)ij = —iekij. Le calcul des commutateurs estimmédiat, et donne
[Ja, Jo] = i€apce. (8.51)
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Il s’ensuit que les générateuidl,) satisfont la méme algebre que celle®Mg(2). Puisqu’il existe
une base de I'algebre &0O(3) dans laquelle les constantes de structure sont les méraeelies
de l'algebre deSU(2), les deux algebres sont identiques ! Les algebres &lantigues, les lois
de composition d&SU(2) et SO(3) coincident au voisinage de I'éléement neutre. Mais lesxdeu
groupes sont distincts, comme nous allons le voir, et diffe donc par leurs aspects globaux,
topologiques.

Observons que les trois matricex 3 ci-dessus sont antisymétriques, et que n'importe quelle
matrice 3x 3 antisymétrique est une combinaison linéaire de céle®n peut ainsi caractériser
I'algebre deS O(3) comme l'algeébre de telles matrices.

Terminons en mentionnant qu’une rotation d’angleutour d’'un axeh est représentée dans
RR3 par la matrice de représentation

DEP(A, ) = ¥ M. (8.52)

De maniére générale, cette matrice représente ueattiition dan®&¢ si 'on prend une représen-
tation de dimensiod des générateurs.

Pour le voir, il suffit de réaliser que la matribe J = A1 J; + A> Jo + N3J3 agissant sufl donne
identiquement zéro

k

[ Dl =D f(JIijAij =0 (8.53)
j

en raison de I'antisymeétrie sous I'echangekdet j, due a la relatior{Jy)ij = —iekij notée plus
haut. Deés lors, la direction spécifiee paest invariante. Comme la seule direction laissée invari-
ante par une rotation est celle de son aixest bien I'axe de rotation.

Du reste, la relatiofif - 5)3 — - J, valide pour n'importe quel vectedrde norme 1, implique
D¥PA, y) =1 — (A- J)2+ (h- J)% cosy +i(A- J) siny, (8.54)
et permet de vérifier que I'action && fJ dans le plan orthogonalfaest bien une rotation.

8.7 LA RELATION ENTRE SU(2)ET SO(3)

La similarité entre les descriptions @&J(2) et SO(3) est frappante. Les représentations de
dimension 2 et 3, qui définisssent respectivement les deupgs, sont données par

S

Dsup (A, w) =201, Dsog(h, y) =¥ (8.55)

Les générateurs respect%set J satisfont exactement la méme algebre, avec des constdate
structure identiques. Il s’ensuit que, localement, les ti@ composition sont rigoureusement les
mémes.
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L'unique difference réside dans le domaine de variatiopdrametrey. Lorsquey parcourt
lintervalle [0, 27] et quef balaie la spher&?, tous les éléements dBU(2) sont obtenus une et
une seule fois, alors tous ceux 8€X3) le sont exactement deux fois, en raison de

Dso)(—h, 27 — y) = Dsoe)(N, w). (8.56)

Par conséquent, il existe une correspondance 2 : 1 8hi(2) et SOQ(3): deux éléements dB8U(2)
sont envoyés sur un méme élement8(3). Ces deux eléements d&U(2) sont reliés par-I,
puisque

Dsu@) (=N, 27 — y) = —Dsu@) (A, v). (8.57)

On peut rétablir 'isomorphisme si on identifie deux é@ts deSU(2) qui different par la
multiplication par—I, ce qui revient a considérer le groupe quotigik2)/{+1}. On obtient ainsi

SO@3) = SU(2)/Z,. (8.58)

Au niveau de la variété de groupe 8&(2), le group€Z, relie les pointgn, v) et (—n, 2z —
w). Il relie ainsi la moitié extérieure de la sphere de rageret la moitié intérieure. A l'interface
entre ces deux parties, située a une distande centre de la sphere, il relie les points antipodaux
de la coquille sphérique. Le résultat du quotient, panétgn doit identifier les points de la variété
de SU(2) qui sont reliés par le groupé,, redonne la variété d8 O(3), avec les identifications
telles que nous les avons trouvées precédemment.

8.8 EXEMPLE 3: LE GROUPESU(N)

Ce groupe, de dimension réelld? — 1, posséde une loi de composition identique & celle
des matricedN x N unitaires et de déterminant 1. PoNrquelconque, il devient (tres) difficile
de donner une paramétrisation générale de ces matatemnc de la représentatidd(g) de
dimensionN de SU(N) correspondante. La méthode explicite et constructivel’quea utilisée
pour calculer I'algebre d&U(2) n’est donc plus possible polBU(N). La méthode suivante
s’avere plus directe et plus simple encore.

La représentatiol (g) de dimensiorN qui définitSU(N) est unitaire et de déterminant 1,
D'(g) =DX(g),  detD(g) = +1, (8.59)
et ce sont les deux seules conditions qu’elle doit satesfa@r définition du groupe. D’autre part,

elle s’écrit en termes de générateurs sous la forme expmile D(g) = exp(itaT?) pour des
matricesN x N que nous cherchons a caractériser.

En écrivantD(g) = exp(i[t] >, faT?), et puisque la matric®_, ta T2 commute avec elle-
méme, on obtient l'inverse de(g),

D~Y(g) = exp(—i[t] D faT?) = exp(—itaT?). (8.60)
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L'adjoint de D(g) valant simplemenD'(g) = exp(—itaT2"), la premiére condition ci-dessus
implique T2" = T2, c’est-a-dire les générateurs dans la représentdgodéfinition deSU(N)
sont des matricell x N hermitiennes.

La seconde condition sur le déterminant implique, en veetu
detD(g) = detexfitaT?) = explitaTr T?) = +1, (8.61)

gue les générateurs sont de trace nulle.

On trouve ainsi que I'algebre de Lie &J(N) est I'algebre des matricés¢ x N hermitiennes,
de trace nulle. Le choix d’'une base dans cet espace fouraibase de l'algebre, et permet de
calculer, dans cette base, les constantes de structuralgiehie.

EXERCICES
8.1 Montrer que I'associativité de la loi de groupg”(€BeC) = (¢”¢'B)eC, implique, a
I'ordre 3 dans les parametres, I'identié de Jacobi,
[A,[B,C]] +[C,[A, B]] +[B, [C, A]] =0. (8.62)

8.2 Le groupe des translations et dilatations de la droitdeggmssede une représentation de
dimension 2 donnée par

{2
DMJﬂz(% ?). (8.63)

Calculer l'algebre de Lie du groupe dans cette reprétientaet vérifier que celle-ci est
, . 1 2 . .
donnée dans une forme factorisée™ €27°, Calculer ensuite la forme exponentielle et

montrer qu’elle est donnée par

/ t/ ’
U TLHGT2 (e(;z é(e‘zl— 1)) , (8.64)

En déduire le changement de coordonnggd,) «— (t7, t5).

8.3 Verifier la paramétrisation exponentielle de la repnésgon de dimension 2 d8U(2)
donnée en (8.44). Montrer pour cela que si Téssont les trois matrices de Pauli, on a
l'identité suivante

-T2 =1, (8.65)
ou plus généralement
(fiy- T) (2~ T) = (fiy - fip) L. (8.66)

Montrer également que dans cette méme paramétrisatiopeut voir la variété de groupe
de SU(2) comme I'union de deux sphéres dadg dont les surfaces doivent &tre identifiées.
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8.4 Considérer la paramétrisation suivante 8l6(2) par des matrices Z 2 unitaires et de
déterminant 1,

glicost, —e i3 sintg) (8.67)

D(g(®) = (eitS sint, e cost,

Calculer I'algebre a partir de cette représentation @rleomprendre I'origine du probleme,
examiner la forme infinitesimale de la représentationfgii@ment acceptable) (g(t)) =
exp(ity T1) exp(itoT3) explitaT1).

8.5 Verifier que la mesure d’intégratiorgdionnée en (8.45) est invariante sous le groupe, c’est-
a-dire sous les changements de coordonnées qui sontadsfotmations du groupe.

8.6 Verifier la relation (8.54),
eV T (A. 3)2+ (A 3)2 cosy +i(A- J) siny, (8.68)

ou lesJ; sont les générateurs &0O(3) dans la représentation de dimension 3.
8.7 Lareprésentation suivante donne une paramétrisatignaiypeS L(2; R) autour de I'élément
neutre,

(8.69)

el +thtoe B tie s
D(g(t»:( Thb L )

t,e 3 e s

En tirer 'algebre deSL(2; R), et la comparer a celle dgU(2).

8.8 Calculer l'algebre de Lie des group&O(n; R) et SL(n; R) en suivant la méthode de la
section 8.8.
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CHAPITRE 9

REPRESENTATIONS
DE SU(2)ET SO(3)

Nous avons calculé au chapitre préecédent I'algebraeldlLgroupesU(2), d'ailleurs égale a celle
du groupeS O(3). Il est traditionnel de la noter

[J1, o] =id3, [J2, J3] =id1, [J3, J1] =ido, (9.1)

c’est-a-dire la forme que I'on avait obtenue pdi©(3). La relation avec la base utilisée pour
I'algebre deSU(2) dans le chapitre précédent s’éclit= %T' :

Toutes les représentations du groié(2) s'obtiennent en exponentiant les représentations de
I'algebre,D(t) = exp(i Zj tj Jj) (la raison technique est que la variété de groupe est simmgait
connexe). N'importe quelle représentation de dimensiue fst équivalente a une représentation
unitaire (comme pour les groupes finis; c’est le cas pour tesges de Lie compacts), et une
représentatiol (t) = exp(i Zj tj Jj) est unitaire si les générateurs sont hermitiens. Le proél
des représentations unitaires 86(2) revient donc a classifier toutes les représentationsitierm
ennes irréductibles inéquivalentes de l'algetu€?). Les représentations du grou€x3) seront
discutées par apres.

9.1 LES REPRESENTATIONS FINIES DE [LALGEBRE SU?2)

Nous cherchons a représenter les générateurs par daseddermitiennes. Etant hermiti-
ennes, elles sont séparement diagonalisables, maisypatamément diagonalisables puisqu’elles
ne commutent pas. Nous choisirons, suivant la traditiordiggonaliser la matrice (représentant)
J; = JST. Il s’avere alors judicieux de remplacéf et J, par les deux combinaisonk. et J_,
définies par

Jr=n il (9.2)

Notons que si les matricel sont hermitiennes]. ne le sont plus mais satisfoﬂf{ = J_. Dans
cette base, les relations de commutation deviennent

[J3, 4] = £+, [J4, J-] =23s. (9.3)
Js, J+ sont donc des matrices agissant dans un espace vestoeeihous devons y calculer leur
action de sorte que les relations de commutation soierdfaiétis. Nous choisissons d’exprimer

cette action dans une base dylest diagonal. Nous supposons aussi que I'espasepporte une
représentation irréductible, de dimension finie.
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La base de/ que nous avons choisie est constituée de vecteurs propres tne premiere
observation cruciale consiste a remarquer gyensiest un état propre dés; de valeur propren,
J3lm) = m|m), alors J..|m) sont également des états propreslgele valeur propren = 1. En
effet, on a

J3Ji|m) = JLJ3im) + [J3, Ji]Im) = mIe|m) &= Jijm) = (M £ 1) I |m). (9.4)

Considérons maintenant da¥isle sous-espace propre de valeur propre maximalédgue
nous dénotons payf, et choisissons dans ce sous-espace un vecteur grigpde norme 1. La
remarque précédente montre qlig j) est un état propre dé; de valeur proprg — 1. Il doit
donc exister un vecteur propre dg de valeur proprg — 1 et de norme 1, que nous dénotons par
[j — 1), entermes duquelond |j) =cj_1|j — 1).

De la méme maniere, le vectedlr|j — 1) est un état propre dés, de valeur propre égaleja
qui peut étre proportionnel au vectdyy de départ, ou a un autre vecteur propre du sous-espace
propre de valeur proprg, ou a une combinaison linéaire de tels vecteurs proprasdduxieme
observation fondamentale répond a cette question.

Considérons l'opérateu? = JZ + JZ + JZ. On vérifie directement qué? commute avec les
trois générateurs,JB, J] = 0. Par exemple

[J2, 1] = [I2+ 32 31] = Jo[Jo, 1] + [J2, ] J2 + Ja[Js, J1] + [Ja, 1] Ja
= —iJl3—iJ3)o+iJ3)o+iJ2J3=0. (9.5)

Les polyndbmes des générateurs qui ont cette propti@t&®mmuter avec tous les générateurs de
I'algébre sont appelés degérateurs de Casimir. Dans le cas présent, on peut montrer déest

le seul opérateur de Casimir indépendant, dans le sem&éoporte quelle fonction des générateurs
qui commute avec tous lek est une fonction dd?.

PuisqueJ? commute avec les trois générateurs, il commute avec l&septation que nous
sommes en train de calculer. Puisque celle-ci est suppééectible,J? doit &tre, en vertu du
lemme de Schur (voir le chapitre 4), proportionnel a I'itiénsur 'espacev, J2 = iI. Nous
pouvons calculer. en faisant agirJ? sur I'état proprd j). Réécrivant d’abordl? en termes de
J3, J+,

J2=0_0, 4324 0;=0,0_+ 321, (9.6)
nous obtenons
Iy = 234D + G2+ DI =i (G + DIy, (9.7)

et doncA = j(j + 1). Nous avons utilisé, |j) = 0 puisqu'’il n’existe pas de vecteur propre de
valeur proprej + 1 (j est la valeur propre maximale).

Revenant au vecteuk, |j] — 1) = T1_13+J_|j ), l'identité ci-dessus montre qui.J_ = J? —
J:,? + J; est diagonal, et donc qul |j — 1) est proportionnel &), J¢|j — 1) = djlj).
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Les mémes arguments permettent de construire un vectaunepy — 2) de valeur proprg —2,
tel que

J-lj = 1) =cj-2lj —2), Jilj —2) =dj-alj - 1). (9.8)

Continuant de la sorte, on construit une chaine de vectgogmes|j),|j — 1),|] — 2), ...
formant comme une échelle, le long de laqudlleet J_ font respectivement monter et descendre
d’'un échelon (on les appelle d’ailleurs des opérateushtlle, pour cette raison).

Sur un vecteur propre quelconque de la chaine, ils agisstort
JiIm) = dmalm+1) , J-|m) = Cp—1Im — 1), (9.9)

ou les vecteurgm), pourm = j, j — 1, j — 2,..., sont supposés orthonormaum)|m’) = om nv-
Cette suite de vecteurs ne peut pas étre infinie puisquealed/ est de dimension finie. Il doit
donc y avoir une valeur minimal®a = j — N telle que I'état propre corresponddfnt— N) est
annihilé parJ_:

J_|j = Ny =0. (9.10)

Si C'est le cas, I'échelle est finie et comprend les vectgrsj — 1), ..., |j] — N), tous états
propres dels. Par conséquent, la matridg est diagonale,

J=dag(,j—1]—2..,j—N). (9.11)

Elle doit cependant étre de trace nulle puisgise= [ J1, Jo] est un commutateur. Cette condition
impliqgue N = 2j, de sorte que la base de I'espace de représentdtioomprend leg2j + 1)
vecteurdj), |j —1),....|—j +1),|— J). Puisque 2 + 1 doit &tre un entierj doit étre entier ou
demi-entier.

Pour déterminer completement la représentation, il &lculer les matriced, et J_ (J3
est déja déterminé), et donc les coefficietifs.1 et cn—1. Tous les vecteurBn) étant supposés
normalisés, nous obtenons

g = (MII_J4m) = (M|IZ? = 35 — Jalm) = j(j + 1) — m(m + 1),

c2 = (mIyd_|m) = (mI%2 =324 Jgm) = j(j +1) — m(m—1). (9.12)

La représentation est maintenant completement détéenilans la base d@s). Les matrices
représentand, et J_ y ont la forme

0 d; 0
0 d-1 O ci-1 0 0
J = S J_ = Ci—2 . : (9.13)
0 d-ji1
0 0 cj O
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Elles vérifient bien la relatiod| = J4, puisquecy = dm1.

De plus, la construction ci-dessus montre que la représentest unique des que la dimension
de 'espaceV est fixée. Nous obtenons ainsi notre résultat central:

L'algébre sy2)/so(3) posede, pour chaque dimension, une unique ésentation
irr éductible,a équivalences @rs. La repésentation de dimensiadj + 1, avec | =
0, % 1, % ..., est univoguemengédgermirée par les relations suivantes:

Jilm) = Vj(i +1) —mm+ 1) jm+ 1),
Jz|m) = m|m), (=] <m<i)
Jm =j(+1) —mm-1)m-1). (9.14)

L'ensemble complet de toutes les repentations irgductibles igquivalentes de di-
mension finie du groupe SB) s'obtiennent de celles de 'aépre par exponentiation,
Dj(9) = exp(iy fi - J), avecd = (J1, Jp, J3).

En particulier, dans la représentation de dimension=2,1/2, on obtient

01 00 3 0
5=(55) ==(20) ==(5 %) (9.15)
2

et donc,

1(0 1 1/0 —i 1(1 0
Jl_é(l o)’ J2_E(i o)’ J3_5(0 —1)’ (9.16)

et les générateury sont eégaux aux matrices de Pauli, divisées par 2 (voir ¢i@e8.5).

9.2 REPRESENTATIONS DESU(2) ET CARACTERES

Toutes les représentations de dimension finie du gr&ipe) s’obtiennent en exponentiant
les représentations de son algebre. Dans la sectioggeate, nous avons déterminé toutes les
représentations irréeductibles de I'algébre, qui fassant donc toutes les représentations irréducti-
bles du groupe, de dimension finie. La forme matricielle ieitel qu’elles prendront dépendra de
la paramétrisation choisie.

Plutdt que d’écrire explicitement les matrices desespntations, ce qui serait d’ailleurs extre-
mement fastidieux, on peut en calculer les caracteres, gpaples a déterminer et plus utiles en
pratique.

Nous avons donné au chapitre 8 la représentation de diareRsou de spirj = 1/2,

. Vo in¥ P in¥
-y_zlﬁ,T:(cosi—i-lsm@sm? ie”'? cost sin )

D 0.0)=¢ "2 _ . . 9.17
1/2(y. 0, 9) ig? cosfsing  cosy —isindsing o147
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avecy, ¢ € [0, 2r] etd dans |7, 5]. Clairement le caractere de cette représentation vaut

x1/2(w) = 2 cosy. (9.18)

Nous avons obtenu ce résultat a partir de la forme explagtla représentation, mais celle-ci n’est
pas facilement accessible dans le cas d’une représanthispinj quelconque. Recalculons donc
le caractere d®1,, d’'une fagon qui se généralise.

Puisque les caractéres sont constants sur les classesjdgaison, on peut essayer de trouver
un représentant pour chaque classe de telle sorte que tesanale représentation associees a
ces représentants soient les plus simples possiblesutititanc d’abord déterminer les classes de
conjugaison du groupe. On peut raisonner pour cela sur tégeptation de dimension 2.

La matriceD1,>(g) est unitaire et s'exprime comme I'exponentielle d’'une meathermitienne

A-T,aun multiple i/ 2 pres. Cette matrice hermitienne est diagonalisablematransformation
unitaireU, c’est-a-dire par une conjugaison 8&J(2). Etant de trace nulle, Tii- T = 0, et de

carré égal & (voir I'exercice 8.3), la forme diagonalisée el doit &tre égale (é _01) =T3.

La méme conjugaison appliquée a la matiizg,(g) la met sous la forme

iy/2
e 0 ) . (9.19)

Ly T3
U Dypa(gUT =€27 =( 0 e v/

On obtient que tous les éléments du groupe qui corresporidéa méme valeur de et qui
different par leur valeur dé sont conjugés dans le groupe. Un choix commode pour leseptant
de la classe est de prendre= (0, 0, 1).

Est-ce que deux éléments associés a des valeuys différentes peuvent étre conjugués ?
Puisque la trace d®1/2(g) vaut 2 coss, et qu'elle est invariante sous conjugaison, seules des
valeurs dey qui donnent a co§ des valeurs identiques peuvent étre conjuguées. Pugsge
valeurs quelconques de dans [Q 2z ] donnent a cog; des valeurs differentes, deux élements du
groupe correspondant a deux valeurs,ddifferentes ne sont pas conjugués.

Nous obtenons donc que les classes de conjugaisSlJ@® sont paramétrisées par la variable
w dans [Q 2z ]. Explicitement les classes s’expriment par

CO - {I[}, C277.' = {_H}’ (920)
C, ={g=(A ) avech e R, |A|=1}. (y #0,27) (9.21)

On comprend mieux pourquoi le caractere de la représentad¢ spin Y2 ne dépendait que de.

Les autres représentations irréductible Sti¥2) sont obtenues en prenant pour les générateurs
J les matrices déterminées a la section précédenteesmondant aux valeurs de sgin=
1,3, ..., c'est-a-dire

| =

O
Nl
Nl

2

D (A, y) = v ™. (9.22)
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Par les arguments développés plus haut, le caracteeréprésentation de spjnne dépend
gue de la variable, et peut étre déterminé en choisissant le représedéachaque classe comme
étanti = (0, 0, 1). On trouve alors, puisque- J se réduit aJ3, une matrice diagonale, que le
caractere s’écrit

j i1
xi(p)=Tr gvds — Tr diag(e'"!, ell//(J—l), ey = Z gky — (J—wz)'/’ (9.23)
; Sin-%
k=—]j 2

Cette formule, pour toutes les valeurs jgetablit la table des caracteres irréductible St ?2).

Comme dans le cas des groupes finis, les caracteres ititldasatisfont des relations d’ortho-
gonalité par rapport a la mesure sur le groupe donnée®.4B)((c’est le cas pour tous les groupe
de Lie compacts et connexes, pour autant que I'on utilisedaure invariante sur le groupe).
Explicitement, on a

1 (2 5 2n sin(j + )y sin(j’ + 3
ileir) = _2/ dgp/z dHcosH/ dysig VSN A DY SNA F )y g oy
4r< Jo - 0 2 sing sin%

NN

1 2

=5 ; dy [COS(j —jw —cogj+j + 1)1//] = 0j,j. (9.25)

Les relations de complétude sont également satisfatggsennent la forme explicite

5(cos% — cos%/). (9.26)

> xiwxiw) = Si;%é(w —y) =

i 1
]=0,§,...

in¥
23|n2

Elles expriment le fait que les caracteres irreductidieSU(2) forment une famille compléete de
fonctions sur les classes de conjugaison, c’est-a-driolections périodiques paires de la variable
.. Les premiers caracteres s'écrivent

3
xo=1xi2= Zcos%, x1=14+2cosy, x3p= Zcos% + Zcos%/. (9.27)

Plus généralement, les éléements de matrice des mqed®ns irréductibles forment un en-
semble complet de fonctions pour I'espace des fonctionsaudé sommable définies sur le groupe
(théoreme de Peter-Weyl).

9.3 PRODUITS TENSORIELS

Le produit de deux représentations irréeductibles n'est jpréductible, sauf si 'une d’entre
elles est de spip = 0 (la représentation triviale). Afin d’expliciter la réction des produits, il
est commode de travailler au niveau de 'algebre; on affetd réduction de la représentation de
I'algebre correspondant au produit de représentatiorgrdupe, et on exponentie les composants
irréductibles. (La réduction peut également étrewale en termes des caracteres, comme pour les
groupes finis, voir I'exercice 9.3).
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Si Dj,(g) et Dj,(g) sont deux représentations irréductibles, la représiemt de I'algebre cor-
respondant a leur produit s’obtient du développemenesilj

Dj,(9) ® Dj,(g) = &¥MI'evnd® = [I[+i¢/ﬁ- 31+...] ® [H+iwﬁ-32+...]
=I+iyA - J'QI+I®J%) +... (9.28)
La représentation des générateurs s’écrit donc (addiies moments angulaires)
J=J®2 - Jlgl+Ig J2 (9.29)

L'espace produit possede une bage mi) ® |j2, m2) qui diagonalise\]:,’1 et J:,?, et dans laquelle
I'action des générateurs de la représentation produwit simplement

Jlis, M) ® ljz, M) = I j1, Ma) @ [j2, M2) + j1, M1) ® I3, my). (9.30)
En particulier le générateur® dans I'espace produit est également diagonal
J3lj1, M) ® |2, Mz) = (M1 + M2)|j1, M1) ® | ]2, Mp), (9.31)

alors quel.. agissent par

Jiljn, M) ® lj2, M) = Vj1(ji + 1) — ma(my + 1) |j1, M + 1) ® | j2, my)
+Vi2(i2+ 1) — ma(Mo + 1) |j1. M) @ |jo, My + 1),  (9.32)

J_lj, M) ® lj2, M) = j1(j1+1) — ma(my — 1) |j1, M — 1) ® | j2, my)
+v 2024+ 1) —ma(mz — 1) [ji, My) ® |j2, mp — 1), (9.33)

Puisque la présence d’une représentation irréducbhlelans I'espace produit se traduit par
'existence d’'un ensemble dej 2+ 1 vecteurs propres dds de valeurs propresn = |, | —
1,..,—] +1,—j, laréduction du produit tensoriel peut s’effectuer parsunple décompte des
états propres et des valeurs propresigle

On s’apercoit ainsi que les valeurs propres= £(j1 + j2) sont non-dégénérées, qoe=
+(j1 + j2 — 1) sont chacune deux fois dégénéréms= +(j1 + j» — 2) le sont trois fois, et
ainsi de suite jusqu’aux valeurs propmas= =+|j1 — j2| qui sont chacune dégénérg@sg, + 1)
fois ou 2j; + 1 fois suivant qug1 > j2 ou j1 < jo. Toutes les valeurs propres dans l'intervalle
[—1j1— j2l, |j1 — J2|] ont méme dégénérescence, égalga21 ou 2j1 + 1.

On obtient graphiqguement le tableau suivant, illustrésdartasj; = 3, j2 = %

La dégénérescence maximale et égale au nhombre desegpaéions irréductibles dans le pro-
duit tensoriel, etvautp +1sij; > jiou2j1+1sij; < jp, C'est-a-direjr + jo+1—|j1— j2I.
La réduction s’écrit donc
j1t+i2
Dj,®Dj,= & D;. (9.34)

j=lj1—j2l
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9/2

5/2

1/2
-1/2

—5/2

-9/2

La base naturelle de I'espace produit (membre de gauchelesorecteurs$j, m1) ® | j2, mo),
alors que celle pour I'action des représentatitnsdu membre de droite est organisée par les
valeurs dg et dem, c’est-a-dire des vecteufp, m). Sil'on choisit ces deux bases orthonormales,
il existe une matrice unitaird qui effectue le changement de base, et qui diagonalise pes Id
représentation produit:

[j, m) = Z U.mGuma jzme) 111, M1) @ [j2, m2). (9.35)

j1,mg, j2,mp

Les entrées de la matrite sont appelées leefficients de Clebsch-Gordan

Dans les cas les plus simples, la matti¢eeut étre calculée simplement et explicitement.

Prenons par exemple le produit tensorieljge- 1 et dejo = % L'espace produit est de dimension

6, et la réduction s’écrit
D1 ® D12 = D3/2 ® D12 (9.36)

Il n’existe qu’un seul état de valeur propre= 3/2. Il doit nécessairement étre le sommet de
la représentation de spin= 3/2,

12,3 =1L 1) ®13, ). (9.37)

L’action successive dé_ sur cette identité fournit les 3 autres états de la regrdion de spin
j = 2 Par exemple,

135 =vaih =011l d =v2AL,00k b+ L35 (9.38)

13,3) =/3L0®I3, 3) + HL1 @15 7). (9.39)



En appliquant encord_ deux fois, on trouve les deux autres états de la repré&samide spin
.3
J = 21

=1
2
13,33 =11, -1 ®13, ). (9.40)

NIw NIw

Il reste a trouver les deux états formant la représeantate spinj = % Ceux-ci doivent étre

orthogonaux a3, 3) et|3, 3), et donc égaux aux combinaisons suivantes (au choix d’basep

globale pres)

3.2 = K10 @53 — /5L @15 F),
3% =AL-ve ik h-LiLoeid =115 b, (9.41)

9.4 LES REPFEESENTATIONS DESO(3)

Les représentations irréductibles 8€X3) 'sont a priori données par la méme formule expo-
nentielle que celles dBU(2), Dj = expiyn- J(j)). Cependant la question se pose de savoir sile
résultat est bien une représentation¥e(3), qui d’apres notre discussion du chapitre précédent,
doit satisfaire,

DY, y) = DY (—n, 27 — y). (9.42)

Exprimé autrement, les paramet(@sy) et (—A, 2z — ) correspondent a des élements3id(2)
relies par—I, de sorte qu’au niveau des représentationSde2), on a

Par conséquent, seules les représentatior®i@) qui satisfontD (1) = I sont également des
représentations dg8O(3).

Dans la variété de groupe &U(2), I'element—I est associé & = 2z et n'importe quel
vecteurh (tous les points de la surface de la sphere de rayorsdnt identifiés), par exemple
A= (0,0,1). On aainsi

Dj(~I) = D;((0,0,1), 27) = ™% = diag(e? ™, U -D 727y = ()% (9.44)
On obtient queD; (—I) = I dansSU(2) si et seulement sj est entier:seules les re@senta-
tions de SU2) de spin entier sont des reggentations de S@). Par construction, elles forment
'ensemble complet de toutes les représentations uestairéductibles inéquivalentes de dimen-

sion finie deS O(3).
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9.5 HARMONIQUES SPHERIQUES

Il est possible de réaliser toutes les représentatiorS@@&) en termes de fonctions définies
sur la sphére unité dafis’. Cela parait assez raisonnable: I'espace des fonctiona sphére est
par construction invariant sous rotations (elles présaria sphere !), ce qui signifie gu’elles con-
stituent un espace de représentation pour le gr&ME), de dimension infinie. La réduction de
cette représentation de dimension infinie en représentgairreductibles nous permet d’atteindre
le but proposé. Techniquement, on s’intéresse aux fomstur la sphere unité qui sont de carré
sommable, et on utilise donc la norme hilbertienne proptespace de Hilbert.2(S?). La con-
struction peut s’effectuer comme suit.

Les rotations agissent bien entendu sur les trois coorEsx’y, z de R? en préservant la
norme euclidienne du vecteqx, y, z), que nous supposerons égale & 1. L'espace eucliffen
est irréductible sous les rotations, et donc les trois dmonéesx, y, z engendrent un espace de
représentation de spin 1. Quelles sont les relations evsdrois coordonnées et les vecteurs de
base canoniqudm = 1), |[m = 0) et|m = —1) utilisés dans les sections précédentes ?

Pour le voir, il faut d’abord calculer I'action des géntetas infinitesimaux des rotations sur
les trois coordonnées. Les générateurs des rotatioidercomposantes du moment angulaire,
classiquement défini pak = X x p, et dont I'action sur les fonctions de y, z devient

J=—i%XxV. (9.45)

On vérifie en effet que les trois composantgs= i(zoy — yd,), Jo = (X0, — zdx) et J3 =
i(yox — xdy) satisfont bien i, J;] = i€ijjk J, 'algebre deS O(3).

On calcule ainsi I'action d&z sur les trois coordonnées,
J3x =1y, J3y = —iX, J3z=0. (9.46)

A part sur la coordonnég, on voit que I'action dels n’est pas diagonale. On vérifie cependant
facilement qu’elle devient diagonale sur les combinaisuigantes,

J3 (X +1y) = x +1y, J3z=0, J3 (X —iy) = —(x —1y), (9.47)

ce qui permet d’identifie(x + iy), z et (x — iy) avec les trois vecteurs propres dg c’est-
a-dire les trois étatfl), |0) et | — 1), aux normalisations pres. Il suffit de normaliser correcte
ment I'état de plus grande valeur de puisque 'action des générateurs fournissent aut@uedti
ment les autres. La norme se calcule aisément en utilisartdordonnées polair¢s, y, z) =
(cosp sind, sing sing, cosd) et la mesure d’'intégration sftdpdd,

2r b/ 2r P
. . . _ 8
||x+|y||2=/0 dgo/o 0 S|n0|x+|y|2:/o d(p/o 0 S|n3(9=§. (9.48)

Les trois états de la représentation de dimension 3 quonekent alors aux trois fonctions (un
facteur—1 est conventionnellement introduit dans I'expressiori@atm = 1),

Yll(e, p)=11) = —,/%(x +iy) =—,/ % singe”?, (9.49)
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[3 [3
Y206, 9) =10) = 2=\ cosd, (9.50)
Y 0,0)=1-1) = ,/%(x —iy) = ,/% singe™'?, (9.51)

Les trois fonctionsy]"(0, ¢) pourm = %1, 0, sont lesharmoniques splériques de spin (ou de
moment angulaire) 1.

Les fonctions correspondant aux autres représentatiobisesinent facilement, en principe du
moins. Il est facile de vérifier que la fonctiér + iy)' pourl entier positif, satisfaidz(x +iy) =
I(x +iy) et (x +iy)' = 0, et correspond donc au sommet d’une représentation dé.spe
calcul de sa norme et le choix d’'une convention de phase igsent alors un étam = | ), duquel
les autres Rfonctions s’obtiennent par application répétéeedde Ensemble, elles forment un
ensemble del2+ 1 fonctionsY,"(0, ¢), les harmoniques sphériques de spirLeur expression
générale est connue en termes des fonctions de Legersieées,

Y™@, ) = \/ZIA:; lE: ;:;: e PM(cosh), —l<m<l. (9.52)

L'ensemble de ces fonctions, pour toutes les valeutsatien forment une base orthonormée pour
I'espace des fonctions de carré sommable sur la sphere.

EXERCICES

9.1 Ecrire explicitement les générateuls Jo, J3 desu(2) dans la représentation de spin 1 en
utilisant les formules de la section 1. Les comparer aver obtenus en (8.50).

9.2 Verifier la relation de complétude (9.26) des caractdeSU(2).

9.3 Confirmer la réduction du produj, ® Dj, = @}f”jf_jzl D; de représentations d&U(2)
en calculant les projections du caractere pro6itxj, xj,)-

9.4 Calculer les coefficients de Clebsch-Gordan de la réductioproduitDy /2> ® Dy2.

9.5 Les représentationB; et D}‘ de SU(2) sont équivalentes, puisqu’elles sont de méme di-

mension. Le vérifier explicitement poyr= % en montrant que la deuxieme matrice de
Pauli,

0 —i
2= o) (9.53)
réalise I'équivalencer,(iJk)o2 = (1Jk)* pour lesJx donnés en (9.16).
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9.6 Calculer lindicateur de Frobenius-Schur pour les repnéstions irreductibles d8U(2)
(voir la section 4.6). En utilisant les caracteres ir@tles donnés en (9.23) et la mesure
invariante (8.45), vérifier que

1 2r 2i +1 .
[oon@ =7 [ dysiel SREEDY g (954

siny

En déduire que les représentations de spin entier seliesé et que celles de spin demi-
entier sont pseudo-réelles.

9.7 Généraliser les identites (8.44) et (8.54) aux reprigmns deSU(2) de spin plus éleve.
Montrer que celle pour le spip= %’ prend la forme

N|<

DA, y) = 2T = {8cos— — —cos3'>”} I+ |{85|nﬂ — —4$|n3V’} A-T)
— LicosY —cos¥) (A-T)2—itdsing — Lsin®) (a-T)3%.  (9.55)

Procéder comme suit.

a. Utiliser le fait qu'une matrice satisfait sa propre égoatcaractéristique (théoreme de
Cayley-Hamilton) pour montrer quééz *T peut &tre écrit sous la forme
fo(A, )+ f1(A, ) (A T) + 200, W) (- T+ fa(A, y)(A-T)%,  (9.56)
pour des fonctiond; des parametres.
b. Puisque les éléments associés aux parameyres) et (y, (0, 0, 1)) sont conjugués
(voir section 9.2), il s’ensuit qu'il existe une matrice @mgible telle queS(h- T)S ™ =
T3. Conjuguant I'equation précédente, on trouve
2T = fo(f, )T+ fa(h, y)Ta+ fo(, y)TZ + f3(A, ) T3, (9.57)
qgui montre que les fonctiong = fj () sont des fonctions dg uniquement.

c. En multipliant 'equation qui précede successivememtlpT,, T32 etT33, et en prenant
a chaque fois la trace, on trouve quatre équations liegaiour les quatre fonctions
inconnues. La solution du systeme linéaire fournit I'egsion (9.55).

d. Alternativement, réduire la série exponentielle a laxfe donnée au point b en utilisant
systematiqguement I'equation satisfaite para savoirT34 — 10T32 +9I =0.
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CHAPITRE 10

REPRESENTATIONS DES
GROUPES LINEAIRES:
METHODES TENSORIELLES

Tous les groupes de matric&sL.(N), SL(N), SU(N), SO(N), ..., sont définis en termes d’'une
représentation fondamentale, de dimendigmui est la représentation naturelle par les matrices
associées au groupe (générales inversibles, invessild déterminant 1, unitaires de déterminant
1, orthogonales). La matrice associée a un elementalupgr(ou plutdt, par laquelle un éléement
du groupe est défini) agit sur les vecteurs de base

N
D(@ea = eMj, (10.1)
-1

dans I'espace vectoriel correspondant. Cette représamiest la représentation vectorielle dans
I'espace vectoriel naturdf.

Les produits tensorielg ®" et la représentation produit correspondadfé’ = D ® ---® D
(n fois) agit sur la base produit par (voir le chapitre 5)

N
DO --@D)ge,® -®a,= D> & - 0e,Mj M. (10.2)
jl ..... ]n=1

Les éléements de la puissance tensoriglfd! sont des tenseurs de rangdont I'écriture dans la
base produit,

N
t— Z til"'i”al®---®3na (10.3)

il...in=1

fait apparaitre les composantes in du tenseutt. Laction de la représentatioB(g) ou ses
puissances tensorielles peut étre transférée sur lapasantes du vecteur ou du tenseur, auquel
cas la matrice ou les matricé~! agissent par la gauche

j1.-jn

Pourn > 1, la représentation produi®" n’est pas irréductible (voir le chapitre 5), et se rédnit e
une somme directe de représentations irreductibles.rémipr résultat fondamental, valide pour
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tous les groupes linéaires, est quienporte quelle repesentation iréductible est contenue dans
une puissance tensorielle de la régentation fondamentaleToute représentation irréductible
de ces groupes est donc équivalente a une représentatisorielle. On a discuté au chapitre 5
I'intérét pratiqgue que cette observation implique, pautant que I'on dispose d’un critere simple
qui permette d'isoler les parties irréductibles des pitsdensoriels.

L'exemple que I'on a déja mentionné est celui de la repngéation du groupe de Lorentz dans
laguelle se transforme le champ électrique et le champ &atagre. Cette représentation, de di-
mension 6, est équivalente a une représentation tetieogigissant dans la partie antisymétrique
du produitV ® V (avecV un espace vectoriel de dimension 4). La conséquence edegue
six composantes des champs peuvent étre vues comme lesngposantes indépendantes d’un
tenseur de rang 2 antisymétriqe’’ = —FV"#. Le cas général est une vaste généralisation de
ce cas particulier. Nous commencerons par discuter le ced.q®l), le plus général des groupes
linéaires. Les résultats obtenus p&ic (N) s’appliquent directement@L(N) et SU(N) sans au-
cune modification. Les groupe&sO(N) par contre sont particuliers et nécessitent une discoissio
complémentaire

10.1 REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DE GL(N)

Dresser la liste des représentations irréductibles HEN) se ramene a réduire les produits ten-
sorielsD®" de la représentation fondamentale (vectorielledn parties irréductibles puisqu’elles
sont toutes obtenues de cette maniere. |l faut pour cefdifide les sous-espaces invariants de
Vh, = V", Lobservation suivante est determinante, et fait ineeiy de fagcon profonde, le groupe
des permutations,.

Le groupe$S, posseéde une action naturelle sur I'espace prodgitqui consiste a échanger
I'ordre des vecteurs de base dans le produit (ou de facoina@gnte, I'ordre des indices des com-
posantes't'n du tenseur),

D(O')Ql®®an :a(,(l)®"'®a,,(n)- (105)

L'espace vectorieV,, supporte donc I'action de deux représentations de dewpgsodifferents,
dont aucune n’est irréductible. Cependant, et c’est ursemiation capitale pour leur réduction,
elles commutent ! En effet, on a

D(G)D@m(g) 8, - ®6, = Z €ir) ®-® €ivn) Milil T Ivlinin (10.6)

j1+jn

= Z €i,) K - ® €ivm Mja(l)ia(l) T Mja(n)ia(n) (10.7)

j1+jn

par un simple réarrangement des éléments de maitice

= Z gj, ® - ® €, Mi1io—(1) T Mjnia(n) (10.8)

j1In

4l existe une derniere série de groupes linéaires dassi, les groupes symplectiqueg(2N), dont nous ne
parlerons pas. Pour eux également, une discussion coraptaire est nécessaire.
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par changement des variables de sommatigR) — jk,

= D®"(g)D(r) 8, ®---®8,. (10.9)

La commutation des deux représentations est la clé duémab Ecrivons les réductions re-
spectives des deux représentations en parties irrédesti

D(o) =@ myDv(e),  D®(g) = P miDi(g), (10.10)
Y i

ou Dy est la représentation irréductible 8eassociée au diagramme de Younh@ n boites, eD;
est une représentation irreductible@é (N); les entiersny etm; sont des multiplicités.

La relation de commutatiol (¢)D®"(g) = D®"(g)D(s) montre que le sous-espadt’
qui se transforme selon l@sy représentation®y est un sous-espace invariant pdf"(g), de
dimensionmy fy (fy est la dimension d®y). Inversément, le sous-espatt# qui se transforme
selon les représentatiol} est un sous-espace invariant p@u ), de dimensiom; x dim D;.

Le sous-espace invariant correspondant a un type desexqedion irréductible d’'un groupe est
un sous-espace invariant pour l'autre groupe, mais passsagement irréductible. La réduction
complete a été determinée par Hermann Weyl, et mexegaultats remarquables suivants, connus
sous le nom de dualité de Weyl:

Il existe une correspondance biunivoque entre I'ensemigle sbus-espaces, Vet

celui des \J{ la restriction de la repésentation [¥"(g) a chaque Y se ccompose
précigment en fcopies de B, pour un certain i, et la restriction de &) a chaque
V,i se eduit en ny copies de B. De plus, la multipliciée de D dans ! estégalea la

dimension de B, et la multiplicite de By dans \A vaut la dimension B

m; = fy, my = dim D;. (10.11)

Cet ensemble de résultats découvre un lien extremenrefirm entre les représentations
irréductibles des groupes de permutations et les repigsens irréductibles des groupes linéaires
GL(N). lls permettent ni plus ni moins de classer 'ensemble dietoles représentations irréduc-
tibles des groupe§SL(N), et aussiSL(N) et SU(N), puisque les résultats décrits plus haut
s’appliguent mot pour mot a ces deux séries de groupes.

L'image que I'on obtient est la suivante. Une représeatatiréductible deGL(N) (ou de
SL(N) ou SU(N)) est une représentation tensorielle, et donc contenug wiaa puissancB®"
de la représentation fondamentale, de dimenslorElle peut étre mise en correspondance avec
un diagramme de Youny de S,, et agit dans un sous-espadg de I'espace produit qui se
transforme lui-méme selon la représentativy (en fait plusieurs copies dey). PuisqueDy agit
par permutations des éléments de base dans la base ptedaniﬂs-espac\e!r]( se caractérise par
des propriétés de symeétrie bien précises. Les compesh'» du tenseur dans ce sous-espace
possedent les mémes propriétés de symétrie.
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En résumé, une représentation irréductiblé&sdg N) agit sur des tenseurs de ramgyant des
propriétés de symeétrie sous I'échange de ses indieea¢terisées par un diagramme de Young de
S,. Par conséquent, toute représentation irreductiblé deN), SL(N) ou SU(N), peut étre car-
actérisée par un diagramme de Young, bien que cette asisoane soit pas biunivoque (plusieurs
représentations de rangs differents, correspondaes @didgrammes de Young differents, peuvent
étre équivalentes).

Nous illustrerons ces résultats en examinant les reptésens irreductibles correspondent
aux valeurs de rang les plus bassess= 1,2 et 3. Un exemple important se rapportant a une
représentation tensorielle de ramg= 4 sera également donné plus loin.

Le rangn = 1 est trivial: il 'y a qu’une seule représentation irrétlole de rang 1, a savoir la
représentation vectorielle elle-méni2(g), de dimensiorN. Elle est associée au diagramme de
Young ne possédant qu’une seule boite.

Le cas du rangn = 2 a déja été discuté précédemment, au chapitre 50wt le remettrons
simplement en perspective. Le grougepossede deux représentations in'equivalemg$tH,
associées respectivement a la représentation trigidle représentation alternée, chacune de di-
mension 1. Les sous-espaces correspondani® de V®2 sont donnés par les combinaisons
symeétriques et antisymétriques des vecteurs de base:

N
V5T = { S tieoe +e ®a)} (10.12)
i,j=1

N N
={ > o (M + @ @+ ee)f={ >l +thewe] (10.13)

e =1
N . e
{ Z sle®e :§l :s“}, (10.14)
=1
I N e e
V2B = { > dlegge :adl =-a } (10.15)

i,j=1

lls constituent respectivement I'espace des tenseurstsigiaés et des tenseurs antisymeétriques, de
dimension¥ &L et NE-D " pyisque les deux diagrammes de Young définissent desseeye-
tions de dimensiorfy = 1, les deux sous-espaces se transforment de maniéradtitidd sous
GL(N). Laréduction de I'espace prodi} sous I'action de&s; et deG L(N) s’écrit donc (dualité

de Weyl)

N(N + 1) N(N -1
N? = —— Ms®——— ‘Hs (10.16)
N(N+1 N(N -1
szl.g @1.¥‘ _ (10.17)
2 GL(N) GL(N)

Notons que pouN = 2, la représentation d8 L(2) agissant dans la partie antisymétrique est de
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dimension 1, et correspond a la représentation donnée péaterminant:

2

D) (@@ -e®e) = Y (&®e — & ® a) MaMe
k,t=1

= (e1®@& -6 ®e) (MM — M21Mpp) = (e1® & — e ® &) detM.  (10.18)

Elle n’est pas équivalente a la représentation trivi@& L (2), mais I'est par contre dans le cas de
SL(2) ou SU(2).

Pour le rangn = 3, il nous faut considérer les trois représentatioredinctibles dess, et les
sous-espaces d& = V2 correspondants. Le sous-esp&Ge™ correspond aux tenseurs de rang
3 totalement symétriques sous I'échange des trois isdice

VI = {Zs”ka ®e ®e : D(o)sk = s”"}, (10.19)
i,j.k

et posséde une dimensiS¥N N2 pyisque cette représentation ®eest de dimension 1, le
sous-espac¥s est irréductible pouG L(N) et définit donc une représentation irréductible de
dimension¥N+D(N+2),

Le sous-espac‘e!sH contient les tenseurs de rang 3 totalement antisymésjque
VE: {Za‘ika ®e @6 : D(o)ak :e(a)aijk}, (10.20)
i,j.k
Il est de dimensioM N=2MN=2) et est irréductible sous L(N).

. s . . . 2_
Le troisieme et dernier sous-espa@j, de dimension W se transforme souSL(N)

dans deux représentations équivalentes, chacune dasi'mné\'%. Ces deux représentations
agissent sur des tenseurs ayant des propriétés de symmeties, ni totalement symétriques ni
totalement antisymeétriques. Les tenseurs en questidrteostruits a I'aide des deux diagrammes
standard%Z et@E de la fagcon suivante (voir le chapitre 7, ou les reprég@nts des, elles-mémes
étaient construites de maniere tres semblable).

Au premier diagramme stand@ est associée la combinaison de permutations
aysy = [e— (13)][e+ (12)] = e+ (12) — (13) — (13)(12). (10.21)
Appliquée a un élement de base arbitr@r® e; ® e, elle fournit
Bk =6 R K+ REIK—&KRE RVE — &R Q€. (10.22)

Lorsquei, j, k prennent toutes leurs valeurs entre 1Netles N directionsgjx ne sont pas
indépendantes mais satisfont les relations linéairesastes

8jk + €jki + &ij =0, (10.23)
Gjk = €jik- (10.24)
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Le décompte des directions indépendantes est ici un pawsrdoect.

Considérons d’abord les directioag aveci # j # k. Leur nombre total est égalM(N —
1)(N — 2), et se decomposent W groupes de six, correspondant aux six permutations
dei, j, k. Les relations ci-dessus impliquent que dans chaque grdeig&, seulement deux sont
independantes, par exemplg etey;. Ily a doncM™M=DMN=2 girections independantesk avec
I # | # k. Ensuite ily a 3:N(N — 1) directionsgjk pour lesquelles deux des indices sont égaux.
Elles formentN(N — 1) groupes de trois, chaque groupe correspondant aux traisupetions
qui ont un effet non-trivial sur le triplet, j, k. Les relations linéaires plus haut indiquent que
chaque groupe de trois ne contient qu'une seule directidependante, ce qui fait un total de
N(N — 1) directions indépendantesgk pour lesquelles deux indices sont égaux. Finalement, les
relations linéaires impliquent que les directions avedstindices identiques sont nulles; = 0.

On trouve ainsi un total de

_ _ 2 _
N(N 13)(N 2)+’\1(N_1):|\1(N3 1)

(10.25)

directionsgjk linéairement indépendantes. Elles engendrent un sspmee de cette dimension,
invariant et irréductible sou& L(N). Un tenseur général appartenant a ce sous-espace est de |
forme

> tkgy =Y [ttt —ti]g g e @a =D me ® e ® &.(10.26)
i,j,k i,j,k i,j,k

Les tenseurs de rang 3 associés a cette représentaéduodtible sont donc caractérisés par les
symeétries dem'k, “transposées” de celles deg, a savoir

ijk jki kij _
[ e = (1027
L'autre diagramme standa@ fabrique la combinaison de permutations
a,s, = [e— (12)][e+ (13)] = e+ (13) — (12) — (12)(13), (10.28)
et de maniere similaire a ci-dessus, les combinaisons
Bk =806 0&+&RERE —6REAK— 6 AKX EG. (10.29)
Elles satisfont les relations linéaires
8jk + €jki + &ij =0, (10.30)
&ik = &;ji, (10.31)

et sont en nombre égal a@xk, le comptage se faisant de la méme maniere que ci-desies. E
engendrent un second sous-espace invariant de dimeﬁgﬂéﬁﬁ, irreductible soussL(N), et
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sur lequel agit une représentation équivalente a la igremCe sous-espace est caractérise par des
tenseursiilk = tiik 4 tkit _ tiik _ tkil possédant des symeétries semblables & celles du premier
tenseur irréductible,
mijk mjki mkij -0
[ o + ~HT: ’ (10.32)

m* = —ml'x,

Sous le groupe des permutatid&spar contre, I'ensemble des directiong etk se trans-

. : 2_ , : o . . :
forment par paires dans une somme dlrecté\i@%ﬁ représentations irréductibles de dimension
2. La réduction explicite nécessite de prendre en congstedleurs des indices, de sorte qu’'une
formule générale de réduction n’est pas aisée.

L'espace totaVs, de dimensiomN2, se decompose donc sous 'action des deux groupes selon

3 N(N+1)(N+2 N(N?-1 N(N-1)(N-2
N3 — (+g(+),m%@%,ajss@%ﬁs; (10.33)
N3 = 1. NN+D(N+2) 2. N(st—l)‘ 1. M‘

10.34
GL(N) ( )

GL(N) GL(N)

Laréduction sou§ L(N) correspond a la decomposition explicite d’un tenseundg 8 en parties
irréductibles selon

. 1 .. 1 .. 1 .. 1 ..
thk = Zglik 1 Zglik 4 Zmiik 4 Ziik, 10.35
6 6 3 3 ( )
LorsqueN = 2, la représentation sur les tenseurs totalement angisiquées disparait (la for-
mule donne une dimension nulle) puisqu’on ne sait pas agnstin tenseur de rang 3 totalement
antisymeétrisé avec seulement deux valeurs pour lesesdic

10.2 FORMULE POUR LES DIMENSIONS

Le cas des tenseurs de rang 3 examiné a la section préeddanontre déja: le décompte du
nombre de composantes indépendantes d’un tenseur sauwtess propriétés de symeétrie mixtes
devient tres vite complexe. Il est donc impérieusemenhaiable de disposer d’'une formule
simple et efficace. Une telle formule existe, qui préserdadlelurs des analogies frappantes avec
celle donnant les dimensions des représentations tibies des groupes de permutations (on
aurait pu s’en douter...).

Une représentation irréductible GL(N) est associée a un diagramme de YoYngompor-
tant disons boites. On associe a chaque boite un nombre de la maniante. Les boites de
la diagonale principale du diagramme recoivent toutesolabire N. Une boite placée sur une
ligne a une distanck a droite de la boite diagonale recoit le nombtet k, et une boite placée
sur une colonne a une distanken-dessous de la boite diagonale recoit le nonhbre k. Les
nombres marqués dans les boites sont donc constantgleésmdiagonales. La dimension de la
représentation irréductible de&L(N) (ou SL(N) ou SU(N)) associée & est donnée par

dimD; — I1; (nombrl?[d:ns la botig (10.36)
i i
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ou les entierg; sont les longueurs des équerres centrées sur les badteke(chapitre 7).

On vérifie facilement les dimensions des représentatemsorielles de rang 3 annoncées dans
la section précédente. Et de méme on trouve que la déxsitign d’un tenseur général de rang 4
en parties irréductibles est donnée par

N4 — 1. N(N+1)(I;l:2)(N+3)} @3, N(Nz—é)(NJrZ) o2, NZ(NZ—l)‘
GL(N) GL(N) GL(N)
@ 3. w‘ 1. NN-DN-2(N=3) ‘ . (10.37)
GL(N) GL(N)

10.3 REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DESO(N)

Le groupeSO(N) est un sous-groupe deL(N). Des lors la décomposition des représenta-
tions tensorielles par rapport aux groupes de permutatesis valable. Cependant Iég copies
de la représentatioD; que I'on trouve dans le sous-espace associé a un diagraaeungY
ne sont plus irréductibles so&O(N). On a déja rencontré une situation semblable au chdpitre
lorsqu’on a examiné la réduction du carré tensoriel depaésentation orthogonale de dimension
2 deSs. On avait trouvé que la partie symeétrique était bientirde mais pas irréductible, et cela
précisément en raison du caractere orthogonal de egitésentation de dimension 2.

La représentation fondamentale 8€XN), de dimensiorN, est orthogonale et mene a des
résultats semblables. Supposons tjtig ' soit un tenseur irréductible so@L(N), ayant des
propriétés de symétrie fixées par un certain diagramen¥ading deS,. Sa transformation sous
GL(N) s’ecrit, pour une certaine représentation irréduetiby,

Di(@t' ! = > thIn My, M, - - Mg, (10.38)
1 n

Prenons maintenant la trace sur les deux premiers indicesttie équation, c’est-a-dire que
nous poson$; = i» et sommons suirp entre 1 etN (une contraction des indices, i2). Nous
obtenons

D.(g)ztm.g in = S g JnZMM,lMlel M, (10.39)

ji-in

Si M est une matrice inversible sans autre propriété paidi@jlce qui est le cas lorsqi est
associée a un élemegtde GL(N), la sommation suir, ne peut pas étre simplifiée. Si par contre
M est une matrice inversible et orthogonale, la sommatiomsionne

Z Mijsis M, = Z Mji, M |112 = (M Mt)jliz = Oj1jo- (10.40)

L'équation ci-dessus devient alors

D, (g)Zt'1'1'3 in _ Z Z t111113 “jn M] is Mjnina (10.41)

j1 jzin
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et montre que les combinaisoh§, tkkisin dy tenseur original constituent un sous-espace invariant
pour I'action deSO(N), et que le tenseur de départ n’est plus irréductible.gida contraction
peut s’effectuer sur n'importe quelle paire d’indices, ond&duit aussitdt que les seuls tenseurs
irréductibles sou& L(N) qui restent irreductibles soO(N) sont ceux qui ont toutes leurs traces
nulles (on parle alors de tenseur sans trace: la contragdorimporte quelle paire d’indices est
nulle). Les seuls tenseurs de ce type sont ceux qui sont ebenpént antisymeétriques, associés
aux diagrammes de Young ne possedant qu’une seule colonne.

En pratique, la réduction d’'un tenseur qui possede deggraon-nulles, s’effectue en lui
soustrayant toutes les traces indépendantes de sorte gesultat des soustractions produise un
tenseur sans trace, et donc irréductible SB@§N). Les traces elles-mémes, qui correspondent a
des tenseurs de rang inférieur au rang du tenseur de dédpaent étre soumises au méme traite-
ment de soustractions si elles possedent des traces tles-nAiinsi dans I'exemple général que
I'on vient de traiter, la premiere étape consistera@odgoser

izt = [tiliz'“in - %&ﬂztkkigmin] + %%ztkkigmi”- (10.42)
La partie entre accolades possede une trace nulle sundgpdeEmiers indices. Elle peut cependant
posséder des traces non-nulles sur d’autres paires céisdile méme la premiere trace qui a été
soustraite, a savotkkizin qui est un tenseur de ramg— 2, peut également posséder des traces
non-nulles. En soustrayant et rajoutant systématiquelegtraces non-nulles, puis les traces des
traces, puis les traces des traces des traces, etc, ongumarhpdser n'importe quel tenseur en
parties irréductibles sou BO(N).

Pour le rang 2, le tenseur symétrigue posséde une unigee mon-nulle. Sa réduction s’écrit

o P | 1
[(T]: th= (tIJ — Néijtkk) + Néijtkk, (10.43)

et celle de la représentation @G (N),

N(N + 1)
2

_(N-D(N+2

@1
GL(N) 2 SON)

(10.44)

SON)

Effectivement la partie contractiafy tkk est un tenseur invariant & une seule composante puisque
DD tGi@e=0_t") awa (10.45)
ij k k i

définit une direction invariante so&O(N).

Pour le rang 3, le tenseur ayant la symétrie associée gtadimneEF‘ ne possede gqu’une seule
trace non-nulle indépendante, en raison de I'antisyimét deux de ses indices,

itk = ket it =, (10.46)
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La décomposition s’écrit donc

y o1 1
ik _ (tuk _ N(gijtwk) F oot (10.47)

et la réduction de la représentation@& (N) est donnée par,

N(N2—1)‘ B N(N2—4)‘
3 3

= 10.4
GL(N) (10.48)

@ N( .
SO(N) SO(N)

Mentionnons pour terminer que dans le cas du groupe de [&@(1, 3) (N = 4), les con-
tractions s’effectuent avec la métrique de MinkowsKl', qui remplace également la métrique
euclidiennejj; dans les termes de soustraction.

10.4 LE TENSEUR DERIEMANN

Une application importante des méthodes tensoriellesaroe le tenseur de Riemann, un
tenseur de rang 4 qui possede une signification géométimportante en géomeétrie riemanni-
enne, et qui joue un role capital en relativité générale

La version totalement covariante du tenseur de Riemanrededss propriétés de symétrie
suivantes:

Rike = —Rjike = —Rijek = Ruij» (10.49)
Rijke + Rikej + Rejk = 0. (10.50)

Nous montrerons dans cette section que ces symétriesr&mitgment celles qui sont dictées
par le diagramme de You@ de &, et par conséquent que le tenseur de Riemann est irrbiucti
sous l'action du group& L(N). La formule pour la dimension implique immédiatement qui®
dimensions, le nombre de ses composantes indépendantes va

N2(N2 — 1)

10.51
12 (10.51)

dimRijk, =

égal a 20 en dimension 4.

Un des deux diagrammes standards associé au diagramraesn:jmle%, auquel est associé
la combinaison de 16 permutations suivantes,

aySy = [e—(12) — (34) + (12)(3d)][e + (13) + (29 + (13)(24)]. (10.52)
L'application de cet opérateur sur un tenseur généraadeg 4 donne

Rijkf — tijk€+tkji€+tifkj +tk€ij _tjikf _tkijf _tjfki _tkfji
_tijfk_t{’jik _tikfj _t{’kij +tji€k+t€ijk+tjk€i +t€kji. (10_53)
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SousG L(N), toutes les composant&, se transforment dans une représentation irréductible de
la dimension donnée plus haut.

La forme de la combinaison linéaire définissédik, montre clairement les (anti)symetries
(10.49); de méme la relation cyclique (10.50) se vérifreactement. Finalement on peut montrer
que le tenseuR;jk, ainsi construit ne satisfait pas d’autres relations.

Le tenseur de Riemann n’est pas irréductible sous lesftnanations orthogonales. Ses symeé-
tries montrent qu'’il ne possede qu’une seule trace notemudiépendante; par exemple celle sur
les premier et quatrieme indices définit le tenseur deiRicc

Rj = > Rujk = & Ruije. (10.54)
k

Ce tenseur de rang 2 est symétrigRg, = Rji, et possede lui-méme une trace non-nulle, qui est
maintenant un invariant sous les transformations orthalgsn

R=> Ri =0/R;. (10.55)

La réduction compléte du tenseur de Riemannn $0EN) s’écrit

(10.56)

N2(N2—1)‘ _ N(N+1)(N+2)(N—=3) @ (N+2)(N—1)‘
- 12 GL(N) 12 SON) - 2

1( .
SO(N) SO(N)

Les parties irreductibles sont appelées respectivetarséur de Weyl, tenseur de Ricci sans trace,
et scalaire de courbure.

EXERCICES

10.1 PourN = 2, montrer comment le sous-espace invarian¥glele dimension 4 et orthogonal
au sous-espace completement symétrique (voir sectjae Ijansforme souS;.

10.2 Verifier ladécomposition d’'un tenseur général de raeg parties irreductibles so@L (N),
donnée a la fin de la section 2.

10.3 PourN = 2, la représentation irréductible @l (2) associée au diagramrpp! de S; est de
dimension 2. Est-ce que cette représentation est éguiah la représentation vectorielle
(fondamentale) d&L(2) ?

10.4 Etablir la relation entre les représentations irrednles deSU(2) étudiées au chapitre 9,
et les méthodes tensorielles présentées dans ce ehéprecN = 2). Montrer que la
représentation irréductible de spimpeut étre associée a la représentation tensoriellarde r
n = 2j correspondant au diagramme de YoungSlgcomportant une seule ligne (totale-
ment symétrique). Plus généralement, les tenseursiassaux diagrammeg-H11- dont
les 2] dernieres colonnes comportent une seule boite, comegpbtous a la représentation
de spinj deSU(2).
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