Huygens et les Bernoulli
P. Radelet-de Grave

Introduction : Survol des problemes traités conjointement par
Huygens et les Bernoulli

Il est assez curieux de constater que Huygens n'a jamais échangé de
lettre ni avec Jacob, ni avec Johann Bernoulli. Il semble qu'ils ne s'écrivaient pas
directement comme en témoigne des remarques comme “Vous pouvez, si vous le
trouvez bon, communiquer cet Enigme a Mr. Bernoulli, en luy demandant le sien.”1
que l'on trouve dans la correspondance de Huygens avec Leibniz. Leurs lettres
ne se sont donc probablement pas perdues mais les messages passaient
généralement par Leibniz ou encore par le Marquis de 'Hopital.

Pourtant les trois hommes travaillent de concert a partir de 1684 et
jusqu'a la mort de Huygens; ce dernier sera en partie responsable de la
nomination de Johann a Groningen.

Leurs relations se nouent en 1684, lorsque Jacob Bernoulli décide de
prendre la défense de Huygens dans la polémique qui l'oppose a I'Abbé Catelan
au sujet du centre d'oscillation. Avec ce probleme, qui ne quitta jamais l'esprit
de Jacob Bernoulli, commencent leurs recherches communes. Jusqu'a la fin de
sa vie, Jacob écrit des articles sur ce sujet et il n'omet pas d'y rendre justice a
Huygens.

Lorsque, toujours en 1684, Leibniz suggere, a la fin de la nova
methodus,? quelques problemes a résoudre au moyen de son nouveau Calcul,
Huygens va, en méme temps, mais indépendament des freres Bernoulli, tenter
de les solutionner.

Quelques années plus tard, Leibniz pose le probleme de 1'isochrone?
a la communauté scientifique en visant plus précisément le cartésien Catelan et
Papin. Il obtient deux réponses, l'une de Huygens* et l'autre de Jacob
Bernoulli®. Je [ui ai soumis en Septembre 1687, dans ces Nouvelles, écrit Leibniz le

probleme suivant, dont il m’a suffi d’écrire I'énoncé pour en trouver la solution, comme

1 Ch. Huygens a Leibniz, du 26 mars 1691, Huygens, (Buvres N° 2667, T. X p. 58.

2 G.W. Leibniz, Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus , quae nec fractas, nec
irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus, Acta Eruditorum, Octobris 1684.
3 G.W. Leibniz, Réponse de M. G.G. Leibniz a la remarque de M. Catelan contenue dans l'art. des
Nouvelles de la République des Lettres du mois de Juin 1687, ou il prétend soutenir une Loi de la Nature
avancée par M. Descartes, Nouvelles de la république des lettres, septembre 1687.

4 Ch. Huygens, 8/10/1687, Solution du probleme proposé par M. Leibnitz dans les nouvelles de la
république des Lettres du Mois de septembre 1687, (Buvres T. IX, N°2489, p. 224-226.

5 Jacob Bernoulli, Op. XXXIX, Analysis Problematis, de inventione lineae descensus a corpore gravi
percurrendae uniformiter, Acta Eruditorum, maji 1690, pp. 217-219.



on peut en juger, non dépourvue d'élégance: Trouver la courbe isochrone le long de
laquelle un corps pesant puisse tomber uniformément, c’est-a-dire en 2 durées égales,
se rapprocher également de I'horizon. Mais monsieur 1'abbé D. C. s’en tint la. ... A
défaut, le célebre Christian Huygens I'a juge digne de son attention, et en a donné une
solution, qui concorde parfaitement avec la mienne, dans les Nouvelles de La
République des Lettres d’Octobre 1687, mais sans démonstration,®

Dans le texte datant de 1690, ot Jacob résout l'isochrone, il propose
de soumettre un nouveau probleme au calcul Leibnizien : celui de la caténaire’.
Ce probleme, imaginé par Galilée, consiste a déterminer la courbe que forme
une corde parfaitement flexible suspendue librement entre deux points. Jacob
recevra trois réponses, celles de Huygens®, de Leibniz® et de Johann!9, le frere
cadet, dont c'est la premiere victoire.

A la fin d'un texte sur la spirale logarithmique!?, dite parfois spirale
de Bernoulli, Jacob ajoute un additamentum sur la caténaire ou funiculaire. Dans
ce passage, il étudie la caténaire non uniformément chargée et la caténaire
extensible pour poser finalement le probleme de l'elastica et donner son
logogryphe de la solution. Il termine par une remarque sur l'identité de la
caténaire et de la voiliere qui préoccupera beaucoup Huygens'2.

En 1692, les freres Bernoulli comme Huygens, commencent a
travailler sur les caustiques et sur le probleme de de Beaune.

Les limites de cet article ne nous permettent pas d'analyser
I'ensemble des problemes qui furent traités conjointement par les trois savants.
Nous nous concentrerons sur deux évenements : La querelle de Huygens avec
Catelan a propos du centre d'oscillation et I'étude par Huygens du probleme de
la caténaire posé par Jacob Bernoulli. Ces deux études nous permettrons de
mieux cerner 1'élaboration par Huygens des notions d'énergie cinétique et

potentielle ainsi que de travail. La premiere étape mene Huygens a la loi

6 G.W. Leibniz, De linea isochrona, in qua grave sine acceleratione descendit, Acta Eruditorm, 1689
(avr.), pp. 195-198. Traduction M. Parmentier, Naissance du calcul différentiel, Mathesis, Vrin,
Paris 1989, p. 161.

7 Jacob Bernoulli, Op. XXXIX, Analysis Problematis, de inventione lineae descensus a corpore gravi
percurrendae uniformiter, Acta Eruditorum, maji 1690, pp. 217-219.

8 Ch. Huygens, 5/5/1691, Clarissimis et Eruditione conspicuis Viris Actorum Eridorum auctoribus
Lipsiae = Christianii Hugenii, Dynastae in Ziilichem, Solutio ejusdem problematis, i{Euvres T. X,
N°2681, p. 95-98 et Acta Eruditorum, Juin, p. 281-282.

9 G.W. Leibniz, De linea in quam flexile se pondere proprio curvat, ejusque usu insigni ad inveniendas
quotcunque medias proportionales et logarithmos, Acta Eruditorum, juin, p. 435-439.

10 Johann Bernoulli, Solutio Problematis Funicularii, Acta Eruditorum, junii 1691, p. 274-276.

11 Jacob Bernoulli, Op. XLII, Specimen alterum Calculi differentialis in dimetienda Spirali
Logarithmica, Loxodromiis Nautarum, & Areis Triangulorum Sphaericorum: una cum Additamento
quodam ad Problema Funicularium, aliisque. Acta Eruditorum, junii 1691, pp. 282-290

12 Cf. correspondance avec de 1'Hopital et avec Leibniz.
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conservation de l'énergie alors que la deuxieme lui fait faire les premiers pas
sur le chemin du principe des travaux virtuels qui sera finalement énoncé par
Johann Bernoulli.

I. La querelle avec Catelan et la conservation de I'énergie

En 1681, I'abbé Catelan!® attaque brutalement la proposition IV de la
derniére partie de ['Horologium!* qui concerne la détermination du centre
d'oscillation. Huygens entame sa réponse a Catelan en s'étonnant : j'ay été
surpris de voir qu’on ait attaqué ma Théorie du centre de Balancement, ot personne
depuis neuf ans qu’elle est imprimée n'avoit trouvé rien a redire.’> Pour comprendre
I'enjeu, reportons-nous a un manuscrit sur le centre d’oscillation écrit par
Huygens vingt ans plus tot:

Meéthode pour trouver des pendules simples isochrones avec des pendules composés
linéaires donnés.

Considérons une barre AD [Fig. 16] inflexible et impondérable, a laquelle
soient attachés les poids D a l'extrémité inférieure et E quelque part entre A et D. On
cherche le pendule simple HK qui exécute des oscillations isochrones avec le pendule
linéaire compose AED, les gravites E et D ainsi que les longueurs AD et AE étant

données

[Fig. 16.]

Fig. 1

13 Abbé de Catelan, Remarque de Mr. L’Abbé de Catelan sur la proposition fondamentale de la IV.
partie du Traité de la Pendule de Mr. Hugens, Journal des sgavans, XXV du lundy 8 Septembre
1681, de I'édition d'Amsterdam chez Pierre le Grand, 1682. et (Euvres T. VIII, N°2260, p. 353-355
14 Ch. Huygens, Horologium oscilatorium, Paris 1673 et Huygens, (Buvres, T. XVIII, pp. 254-259.
15 Ch. Huygens a de la Roque, Extrait d'une lettre de Mr. Hugens avec sa réponse it une remarque
faite par Mr. I’ Abbé de Catalan contre sa proposition 4 du Traité des centres de Balancement, Journal
des scavans, lundy 29 juin 1682, Ed. de Paris et Huygens, (Euvres T. VIIL, N°2267, p. 368.
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Il s'agit de montrer qu'un pendule physique, simplement composé,
dans le cas évoqué par Huygens, de deux masses B et C alignées sur un fil, est
isochrone au pendule mathématique de masse égale a la totalité de la masse du
pendule physique et concentrée au centre de gravité K de ce dernier.

Pour donner prise au calcul et établir une équation, Huygens imagine le
stratageéme qui suit : Pour trouver une base de ce calcul, supposons que les globes B et
C, apres avoir exécuté les demi-oscillations BE et CD rencontrent les globes égaux G et
F. Or nous prenons ceux-ci, de méme que B et C, parfaitement durs; B et C
transmettront donc tout leur mouvement aux globes G et F, et le pendule linéaire AED
demeurera immobile. 16

Les globes B et C du pendule physique descendent 1'un d'une hauteur BO
et 'autre d'une hauteur CS. Ils ont donc chacun acquis une énergie cinétique
déterminée par 1'égalité entre 1'énergie potentielle et 1'énergie cinétique.

Aujourd'hui, nous écririons :
1

5 mv2=mgh
ol v est soit la vitesse de B soit celle de C et h est soit BO soit CS.

Ces deux billes heurtent alors deux billes au repos G et F qui leur
sont identiques. Il s'agit d'un cas particulier des lois de choc de deux billes
animées de vitesses différentes que Huygens connait depuis 1656. Il écrit dans
le de motu corporum ex percussione.

PROPOSITION VIIIL

Lorsque deux corps, dont les vitesses sont inversement proportionnelles a leurs
grandeurs, se rencontrent de cotés opposés, chacun d'eux rejaillira avec la méme vitesse
avec laquelle il s'est approché.

Pour montrer cela Huygens part de I'expérience suivante :

... Supposons que le corps A ait acquis sa premiere vitesse AC, avec laquelle
il se mouvait vers le contact, en tombant de la hauteur HA, de telle maniere qu’apres
étre descendu jusqu’en A il ait changé son mouvement vertical en un mouvement
horizontal de la vitesse AC; et que pareillement le corps B ait acquis la vitesse BC en
tombant de la hauteur KB ; 17

16 Ch. Huygens, Travaux divers de statique et de dynamique de 1659 a 1666, Huygens,
(Euvres T. XVI, p. 414-416.
17 Ch. Huygens, De motu corporum ex percussione, Huygens, (Buvres T. XVI, p. 52-56.
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Fig!8. 2

Cette figure tirée d'un autre manuscrit et donnée en note par les
éditeurs des ceuvres de Huygens, montre clairement comment Huygens
visualisait la transformation de I'énergie potentielle en énergie cinétique. La
bille tombe d'une certaine hauteur sur un plan incliné de 45° sur lequel son
mouvement est dévié en un mouvement horizontal dont le carré de la vitesse
est lié a cette hauteur : ces hauteurs sont donc dans la raison doublée des vitesses,
c'est-a-dire: comme le carré AC est au carré CB, ainsi HA a KB. Mais si ensuite, apres
le choc, les corps A et B changent leurs mouvements horizontaux, dont les vitesses sont
mesurées par CD et CE, en des mouvements perpendiculaires vers le haut: on sait que le
corps A arrivera a la hauteur AL, 1°

[Fig. 11.]

Fig. 3
Huygens va imaginer, comme sur la figure supra, cette hauteur et son
homologue pour l'autre bille, différentes de celles d'ou les billes sont parties. Il

montre ensuite qu'une telle supposition entraine que le centre de gravité des

18 Nous avons ajouté des lettres pour faciliter la lecture.
19 Ch. Huygens, De motu corporum ex percussione, Huygens, (Buvres T. XVI, p. 52-56.
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deux billes ne remonte pas a la hauteur d'ou il est parti. Ce qui est impossible.
En résumé le raisonnement de Huygens est le suivant : Deux billes sont lachées
chacune d'une certaine hauteur. Leur centre de gravité part donc d'une certaine
hauteur. Chacune de ces billes acquiert une certaine énergie cinétique et donc
une certaine vitesse dans sa chute. Les billes entrent en collision et ressortent de
cette collision avec des vitesses telles qu'elles remontent en convertissant a
nouveau leur énergie cinétique en énergie potentielle, elles remontent a une
hauteur telle que leur centre commun de gravité remonte exactement a la
hauteur d'ot il est parti. Or affirme-t-il "en mécanique c’est un axiome tres certain
que par un mouvement des corps qui résulte de leur gravité le centre commun de leur
gravité ne peut pas s'élever 20". Ce qui avait été établi par Torricelli en 1644 : Nous
poserons en principe que deux graves, liés ensemble, ne peuvent se mouvoir d’eux
mémes, a moins que leur commun centre de gravité ne descende.?! Il en résulte pour
Huygens que la collision conserve l'énergie cinétique des billes, ce qui
détermine leurs vitesses apres la collision.

Dans le texte de 1661, ce méme type de raisonnement permet a Huygens
d'établir la relation qui détermine le point ou il faut placer la masse concentrée

pour que le pendule mathématique ainsi formé oscille avec la méme vitesse que

le pendule physique composé de deux masses.
[Fig. 16.]

Fig. 4
Par conséquent lorsque les globes G et F retournent avec des vitesses égales a
celles qu'ils avaient regues et frappent E et D, ceux-ci recouvreront de leur part tout

20 Ch. Huygens, De motu corporum ex percussione, Huygens, (Buvres T. XVI, p. 56.

21 Torricelli, Opera geometrica, De motu gravium naturaliter descendentium et projectorum libri duo,
Florence 1644, liber primus, Propositio I, p. 99, Trad. P. Duhem, Les origines de la statiaque, Tome
2, Paris 1906, p. 3.
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leur mouvement et remonteront d’apres nos lois du mouvement les arcs EB et CD de la
méme maniere qu'ils les avaient parcourus en sens inverse, ramenant évidemment en
méme temps la barre AD en AC. Il en résulte que le centre de gravité composée des
globes G et F, apres qu'ils ont recu de la part de E et de D leur mouvement et qu'ils se
sont élevés par ce mouvement aussi haut que possible, atteint une hauteur égale a celle

du centre de gravité des .globes B et C. ... Ceci est evident d’apres la mecanique.??

N
DOOH,

Fig. 5
La figure 5, extraite de la figure 4 montre d'ailleurs le méme
processus expérimental que la figure 2. Il est bon pour la suite de notre exposé
d'ajouter ici que mgh représente non seulement I'énergie potentielle de la bille
placée a une certaine hauteur mais aussi le travail qu'il faut effectuer pour
amener cette bille a la hauteur h.

L'équation de conservation de I'énergie cinétique, n'apparait pas dans
le texte que Huygens soumet a la Royal Society?3 en 1669. Elle apparait par
contre dans le texte qu'il donne, trois mois plus tard, au journal des savants?*
ainsi que dans son texte de motu corporum ex percussione?> dont la premiere
version date de 1656 mais dont la version plus élaborée est postérieure a
I"Horologium.

Dans le journal des savants, cette regle porte le n°6 : La somme des
produits faits de la grandeur de chaque corps dur, multiplié par le quarré de sa vitesse,
est toujours la mesme devant et apres leur rencontre?¢. Elle correspond a la
proposition XI du de motu : Dans le cas de deux corps qui se rencontrent, ce que l'on
obtient en prenant la somme de leurs grandeurs multipliées par les carrés de leurs
vitesses sera trouvé égal avant et apres la rencontre: savoir lorsque les rapports des

grandeurs et des vitesses sont données en nombres ou en lignes.?”

22 Ch. Huygens, Travaux divers de statique et de dynamique de 1659 a 1666, Huygens,
Euvres T. XVI, p. 414-416.

23 Ch. Huygens a la Royal Society, 5/1/1669, Huygens, (Buvres N° 1693, T. VI, pp. 336-343.

24 Ch. Huygens a Gallois, A Monsieur Gallois pour le journal, Journal des Sgavans, 18 mars 1669
et Huygens, (Euvres N° 1715, T. VI, pp. 383-385.

25 Ch. Huygens, De motu corpore ex percussione, Huygens, (Buvres T.XVL.

26 Ch. Huygens, Lettre N° 1715, Huygens, (Euvres, T. VI p. 384.

27 Ch. Huygens, De motu corpore ex percussione, T.XVI, p. 72.
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Dans la proposition IV de la quatrieme partie de ['Horologium
oscillatorium. on trouve un énoncé quelque peu différent de 1'axiome sur les
centres de gravité : Si un pendule composé de plusieurs poids et commengant son
mouvement considéré a partir du repos, a exécuté une partie quelconque de son
oscillation entiere et qu’on se figure qu'a partir de ce moment, le lien commun étant
rompu, chacun de ces poids tourne sa vitesse acquise vers le haut et s "éleve a la plus
grande hauteur possible, par ce fait le centre commun de gravité remontera a la hauteur
qu il avait avant le commencement de I'oscillation.?8

Cette proposition IV vient compléter I'hypothese fondamentale

Hypothese I

Nous supposons que lorsqu un nombre quelconque de poids commencent a

se mouvoir par leur propre gravité, le centre commun de gravité ne peut s'élever a une

hauteur supérieure a celle o1l il se trouvait au début du mouvement.

Or pour que notre hypothése ne fasse scrupule i personne, nous montrerons
quelle ne signifie que ce que nul n'a jamais nié, savoir que les corps graves ne montent
pas d’eux mémes®.

L'Abbé Catelan veut prouver l'erreur d'Huygens en faisant appel a

l'expérience suivante :

Fig. 6

Deux masses ponctuelles, formant deux pendules de longueurs

différentes, sont lachées de I'horizontale DAB. Arrivé aux plan DGF, chaque
pendule aura acquis une vitesse dont le carré est proportionnel a la hauteur

qu'il a franchie, AH ou BI. Si 'on considére a présent un pendule composé des

28 Huygens, Horologium p. 254.
29 Huygens, Horologium p. 246.



deux mémes masses liées entre elles et qui descend depuis 'horizontale DB
jusqu'au plan incliné DFG : Le pendule qu'ils composeront acquierra autant de
vitesse que la somme des deux pendules simples, puisque le centre de pesanteurs
commun E demeurera le mesme qu'il estoit.

Les wvitesses sont donc différentes; puisque ces hauteurs étant
proportionnelles aux vitesses des poids lorsqu 'ils sont attachez ensemble, elles ne le sont
qu’aux quarrez de leurs vitesses lorsque’ils sont séparez30.

Il imagine ensuite que le pendule composé heurte le plan incliné
DFG et que les massses se détachent 1'une de 'autre et remontent a une hauteur
qui doit étre proportionnelle au carré des vitesses qu'ils ont acquises en
tombant, c'est-a-dire des vitesses proportionnelles aux carrés des rayons DF et
DG. Les masses vont donc remonter a des hauteurs différentes de celles dont
elles sont descendues.

Huygens répond en 1682. Il reprend 1'exemple de Catelan et dit que
les billes remontent bien a des hauteurs différentes mais que le centre de
pesanteur commun des poids A, B montez en L, M sera a méme hauteur qu'il estoit en

E devant que le balancement fut commencé.3!

) I /G

Fig. 7
Catelan contre-attaque, répete son idée et ramene la question a une
proposition d'algebre.

30 Abbé de Catelan, Remarques de Mr. I’ Abbé de Catelan sur la proposition fondamentale de la iv.
partie du Traité de la Pendule de Mr. Huygens, Journal des Sgavans lundy 8 septembre 1681 et N°
2260, Huygens, (Euvres, T. VIIL, pp. 353-355.

31 Ch. Huygens, C. Huygens a de la Roque, Extrait d'une lettre de Mr. Hugens avec sa réponse
une remarque faite par Mr. I’Abbé de Catalan contre sa proposition 4 du Traité des centres de
Balancement, Journal des S¢avans, du Lundy 29 juin 1682 et Huygens, (Euvres, N°2267, T. VIII,
p. 368-370
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C'est alors que Jacob Bernoulli intervient pour statuer sur la
controverse : Tout le discours de Mr Catelan ne tend qu’a prouver que la somme des
racines de deux grandeurs quelconques ne peut étre coupée en deux parties, en sorte
qu’elles soient proportionnelles aux grandeurs données, & que la somme de leurs
quarrés soit égale a celle de ces mémes grandeurs : ce qui ne lui est pas contesté par Mr.
Hugens qui soutient seulement que la somme de deux autres qui ne sont que
proportionnelles aux quarrés des dites parties; ce qui est aussi vrai®2. Il donne, sans
entrer dans la physique du probleme, un exemple de valeurs qui satisfont au
probleme tel que vu par Huygens. Indépendamment, Huygens donne le méme
exemple numérique dans sa réponse du 8 juin 1684. Nous savons qu'il n'avait
pas lu le texte de Bernoulli car Cl. Perrault lui annonce le 8 juillet : qu’un
mathématicien nomme Barnoully a pris vostre défence contre 1’ Abé Catelan 33 et le 10
aofit, il annonce a son pere : L'on m’a envoyé le Journal des S¢avants, ou j'avois fait
mettre ma réponse a I’ Abbé Catelan et 1'on adjoute qu’un certain Bernouilli, de qui j'ay
veu un traité des Cometes en Latin a entrepris ma querelle contre luy, ce qui sera fort
bien.34

Suit une réponse3>, de Catelan a Bernoulli, qui ne suscitera pas
beaucoup de réaction. Il faudra attendre deux ans avant que Jacob reprenne la
plume a ce sujet. Il contredit le postulat fondamental de Catelan mais marque
une hésitation relative au postulat énergétique fondamental de Huygens : Avant
de finir, je dirai en faveur de Dn. Catelan que méme si comme il le prétend, le centre de
gravité remonte plus haut qu'il n'est descendu, il n’en découle pas obligatoirement la
possibilité d'un mouvement perpétuel comme le prétend Huygens.36
Rappelons-nous en effet 'affirmation de la quatrieme partie de I'Horologium
Or, I'hypothese que nous avons faite s’applique aussi aux corps liquides. Par elle non
seulement tout ce qu’Archimeéde a des corps flottants peut-étre démontré, mais aussi
beaucoup d’autres théoremes de mécanique. Et véritablement, si les inventeurs de
nouvelles machines qui s’efforcent vainement d’obtenir le mouvement perpétuel,

savaient faire usage de cette hypothese, ils découvriraient aisément eux-mémes leurs

32 Jacob Bernoulli, Op. IX, Extrait d’une Lettre du Sieur. Bernoulli, sur le demélé de M. 1" Abbé Catelan
avec M. Hugens, touchant le centre d’Oscillation. Journal des Scavans, Lundy 24 Avril 1684, pp.
142-143 et Huygens, (Euvres, N°2332 T.VIII, p. 485-486.

33 Cl. Perrault a C. Huygens, du 8/7/1684, Huygens, (Buvres, N°2347, T. VIII, p. 508.

34 C. Huygens a C. Huygens Pere, 10/8/1684, Huygens, (Buvres, N°2359, T.VIII, p. 425-426.

35 F. de Catelan, Réponse de M. I’ Abbé de Catelan a la lettre de M. Bernoulli, Journal des Sgavans,
Lundy 11 septembre 1684, pp. 313-316 et Huygens, (Euvres, N°2365 = Jac. Op. 10, T.VIII, pp.
537-538.

36 Jacob Bernoulli, Jac. Op. XXIII, Narratio Controversiae inter Dn. Hugenium & Abbatem
Catelanum agitatae de Centro Oscillationis, quae loco Animadversionis esse poterit in Responsionem Dn.
Catelani., Acta Eruditorum, Julii 1686, pp. 356-360 et Huygens, (Euvres, N°2426, T.IX, p. 80-83.
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erreurs et comprendraient que ce mouvement ne peut aucunement étre obtenu par des
moyens mécaniques. 37

Affirmation qui servait de fondement a la réplique de Huygens a
I'Abbé Catelan de 1684 : Donc, en utilisant le principe de Catelan, ce centre de
gravité montera plus haut que d’ou il étoit descendu... ce qui est contre le grand
principe des mécaniques; & si Mr. I"Abbé peut faire en sorte qu'il soit vray, il aura
trouvé le mouvement perpétuel.8

Ajoutons encore que Jacob était sensibilisé a ce probleme. Il écrit
dans ses Positionum Philosophicarum : Op. VII, These 75 : Sur la Roue baloise
construite par Jeremia Mitzio et qui n'a pas eu le succes escompté, mais ne rend
pas mince l'espoir de trouver un mouvement perpétuel purement artificiel 3.

1685 a vu la parution de deux articles de Papin®® sur le mouvement
perpétuel qui seront aussi commentés par Jacob en 1686. Il y consacre trois
textes#! et, en 1690, dans son tout premier travail, De effervescentia et
Fermentatione*2 le jeune Johann Bernoulli consacre un appendice au
mouvement perpétuel. Il place un tube capillaire dans un récipient rempli
d'eau et pense que 1'eau montera dans le tube, puis débordera de ce dernier et

retournera dans le vase, et ainsi éternellement.

37 Huygens, Horologium , p. 250.

38 Huygens a de la Roque, du 8/6/1684, Extrait d'une lettre de Mr. Hugens, écrite de la Haye le
8 juin 1684 a l'auteur du journal, contenant sa réponse a la réplique de Mr. I'Abbé de Catelan,
touchant les centres d'agitation, Huygens, (Euvres, N°2341, T.VIII, p. 497-500.

39 Jacob Bernoulli, Op. VII, Centum Positionum Philosophicarum Cento, Bale 1684.

40 D. Papin, Observations of Dr. Papin, Fellow of the Royal Society, on a French Paper concerning a
Perpetual Motion, Phil. Trans., December 1685, pp. 1240-1241 et D. Papin, Observations of Dr.
Papin, Fellow of the Royal Society, on a French Paper concerning a Perpetual Motion Nouv. Rep.
Lettres, 1685, 5, p. 577

41 Jacob Bernoulli, Op. XXVI, Examen Bernoullianum., Acta Eruditorum, Decembris, pp. 625-
629 et Jacob Bernoulli, Op. XXVIII, Gemina Appendix ad Examen Perpetui Mobilis., Acta
Eruditorum, Junii, pp. 314-324 et Jacob Bernoulli, Op. XXXIII, Appendix tertia ad Examen
Perpetui Mobilis, qua ad Meletemata Dionysii Papini respondetur., Acta Eruditorum, pp.591-596.
42 Johann I Bernoulli; Op.1, avec Nicolaus Eglinger, Dissertatio De Effervescentia et Fermentatione
Nova Hypothesi fundata, Quam Deo Annuente Auctoritate Et Permissu Gratiosissimi Medicorum
Ordinis In Illustri Rauracorum Universitate Patria sub Praesidio Viri Excellentissimi, Experientissimi
Dn. Nicolai Eglingeri, D. Med. Theoret. Prof. Celeberrimi Reipubl. Patriae Archiatri Dignissimi. Publice
discutiendam exhibet Johannes Bernoulli, Basil. Auctor. Ad D. [19] Septembr. Ann. MDCXC. Loco
horisque solitis., Basileae, 1690,
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Fig. 8
Pourtant, plus tard, Johann se range aux c6tés de Huygens. 11 écrit a son

frere, Jacob Bernoulli*}, le 17 juin 1691 : Quant a nos affaires Mathématiques, je
suis bien fache de ce que Vous n’avez pas differe encore pour quelque temps Vos
inventions touchant le centre d’oscillations, car i'ay trouve avant avoir regiie Votre
lettre une belle methode pour chercher ce centre qui ce me semble est plus generale que
la Votre laquelle ne peut pas s’accommoder ni pour les corps ni pour les plans faisans
leurs vibrations autour de 1'axe quand il est perpendiculair a ces plans. ... Je suppose
s'1l y a quelques corps ABCD attaches a un fil inflexible ED, qui commencent ensemble
avec le fil inflex[ible] descendre autour de I'axe E et qui venant dans un endroit EF ou
ce soit, se detachent tout a coup par une cause quelle qu’elle puisse etre, de sorte que a
part et librement chacqun de ces corps continue de se mouvoir avec cette vitesse qu'il a
acquise dans l'instant du detachement, je suppose, dis-je, que leur centre de pesenteur
commun ne laissera pas de monter a la meme hauteur qu’il etoit au commencement du
mouvement de la ligne ED, ce qui paroit asses clair®,

Revenons au texte de Jacob de 1686 sur le centre d'oscillation#s.
Comme il n'admet pas le principe énergétique de Huygens, il tente de résoudre
différemment, au moyen du levier, le paradoxe posé par Catelan. Il n'y arrivera

pas completement dans ce texte et il faudra attendre que de I'Hopital4® montre,

43 Der Briefwechsel von Johann Bernoulli, Bd. 1, p. 108.

4 Johann Bernoulli a Jacob Bernoulli, le 17 juin 1691, Der Briefwechsel von Johann Bernoulli, Band
1, O. Spiess, Ed. p. 108.

45 Jacob Bernoulli, Op. XXIII, Narratio Controversiae inter Dn. Hugenium & Abbatem Catelanum
agitatae de Centro Oscillationis, quae loco Animadversionis esse poterit in Responsionem Dn. Catelani.
Acta Eruditorum, Julii 1686, pp.356-360 et Huygens, (Euvres, N°2426, T.IX, p. 80-83.

46 De I'Hopital a Huygens, du 18/4/1690, Extrait d'une lettre de I'Hopital a C. Huygens, contenant
une démonstration physique et naturelle de la regle de Mr. Huygens touchant les centres d’oscillation,
Huygens, (Euvres, N°2581, T. IX, p. 403-406.
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en 1690, la possibilité d'accorder la démonstration énergétique de Huygens et
celle effectuée au moyen de la loi du levier par Jacob. Il suffit pour cela de
remplacer la vitesse a laquelle il fait appel par la vitesse commengante” c'est-a-
dire une grandeur trés proche de notre accélération. Jacob poursuivra cette
recherche jusqu'a la fin de sa vie et publiera encore en 1703, trois travaux a ce

sujet. Mais ceci est une autre histoire%.

II. La caténaire et le principe des travaux virtuels.

En 1690, précisément a 1'époque out 'Hopital publie son article* sur
le centre d'oscillation, Jacob Bernoulli® comme Huygens®! poursuit la réflexion
sur 'isochrone entamée par Leibniz 52 en 1687. Dans un appendice a sa réponse,
Jacob pose la question de la caténaire ou funiculaire : Trouver la courbe adoptée
par un fil ldche et suspendu librement entre deux points>.

Ce probleme n'est pas neuf pour Huygens puisque c'est le premier
qu'il ait affronté, a 17 ans, en 1646, suivant une suggestion de Mersenne. A cette
occasion, il avait commencé un petit traité axiomatique de la caténaire fondé,
d'abord, sur quatre axiomes puis sur cinq dans une deuxieme rédaction. La
deuxieme version, outre I'adjonction d'un axiome, modifie le deuxieme axiome.
Huygens en fait une particularisation a la statique de 'axiome de Torricelli déja

évoqué.

47 Jacob Bernoulli, Op. XCIX, Extrait d'une Lettre, contenant I’ Application de sa Regle du Centre de
Balancement a toutes sortes de figures., Mém. Paris, 1704, pp. 272-283 et Jacob Bernoulli, Op.
XCVIII, Démonstration générale du centre de Balancement ou d’Oscillation, tirée de la nature du
Levier., Mém. Paris, 1703, pp. 78-84 et Jacob Bernoulli, Op. C, Démonstration du Principe de M.
Hugens, touchant le centre de Balancement, & de 1'identité de ce centre avec celui de percussion., Mém.
Paris, 1704, pp. 136-142 .

48 Cette histoire montre comment il comprend ce qu'est le moment angulaire

49 De I'Hopital a Huygens, du 18/4/1690, Extrait d'une lettre de I'Hopital a C. Huygens, contenant
une démonstration physique et naturelle de la regle de Mr. Huygens touchant les centres d’oscillation,
Huygens, (Buvres, N°2581, T. IX, p. 403-406.

50 Jacob Bernoulli, Op. XXXIX, Analysis Problematis, de inventione lineae descensus a corpore gravi
percurrendae uniformiter., Acta Eruditorum, Maji, pp. 217-219.

51 Ch. Huygens, Problema propositum a D. Leibnitz in diario Eruditorum mensis Sept, , Huygens,
(Euvres, N°2490, T. IX, p. 226-228

52 G.W. Leibniz, Réponse de M. Leibniz a la remarque de M. 1’abbé Catelan contenue dans les
Nouvelles, mois de Juin 1687, ou il prétend soutenir une Loi de la Nature avancée par Descartes,
Nouvelle république des Lettres, septembre 1687.

53 Jacob Bernoulli, Op. XXXIX, Analysis Problematis, de inventione lineae descensus a corpore gravi
percurrendae uniformiter., Acta Eruditorum, Maji, p. 219.
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Fig. 9
Premiere version de l'axiome 2 : secondement que deux ou plusieurs
gravitez A et B attachez a la corde CABD qui est tenue en C et D, ne peuvent demeurer

en repos que d une seule facon>*.

54 Ch. Huygens a Mersenne, Novembre 1646, Huygens, (Euvres, N°20, T I, p. 34-35.
14



Fig. 11

Dans la seconde version de cet axiome, il ajoute : et de maniere a ce que

leur centre de gravité, qui ici est E, descende le plus possible et s'approche du plan de la
terre.®

De cette maniere apparait chez Huygens 1'ébauche de 1'Hypothese
fondamentale de la quatrieme partie de I"Horologium 56 déja évoquée. Cette
ébauche ne s'applique qu'a la statique mais nous avons déja rencontré sa
généralisation a la dynamique dans les problemes de choc. Cette généralisation
figure également dans I"Horologium.

Dans les manuscrits de la méme année, Huygens applique cet
axiome a la construction de la caténaire :

55 Ch. Huygens a Mersenne, 1646, Huygens, (Euvres, N°22, T.1, p. 40: Idque tali ut centrum
gravitatis earum, quod hic est E, quantum potest descendat et plano terrae admoveatur..
56 Ch. Huygens, Horologium , p. 246.
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Fig. 12
Dans le cas de deux poids attachés a un fil maintenu par deux clous,
le fil se placera de maniere a ce que le point de concours B des prolongements
des fils ED et FC soit a I'aplomb du centre de gravité des deux masses, sans quoi
leur centre de gravité A pourrait étre rapproché du centre de la Terre. Ce

raisonnement lui permet de déterminer, de proche en proche les points de la
caténaire.

Fig. 13
De nombreuses années plus tard, en 1688, Huygens reviendra sur le
probleme de deux masses attachées a une corde qui ouvre la voie a I'étude de la

caténaire. Pour comprendre la solution qu'il proposera alors a ce probleme, il
faut d'abord retracer le cheminement de son raisonnement a travers des

problémes trés différents.

Dans le premier cas, en 1659, il s'agit de déterminer le poids d'un
corps sur un plan incliné.

16



Fig. 14

Il estime que les poids sont dans le méme rapport que les
hauteurs [verticales] qui seraient franchies par ces deux corps si on les écartait
de 1'équilibre. Il sait que la corde garde la méme longueur, donc la longueur
franchie le long des deux plans inclinés est la méme. Il obtient une relation
entre les hauteurs verticales franchies par les poids et ces poids :

P Hp
Pp ~Hg
Cette relation est équivalente a celle que nous donnerions
aujourd'hui en nommant ag et ap, les deux angles aux pieds des plans inclinés :
Pg sin ag = Pp sin ap
Huygens justifie son équation : parce que leur centre de gravité commun
G ne descend pas méme si les poids commencent a se mouvoir mais qu'il reste a la
méme hauteur.5’
Nous nous retrouvons dans le méme contexte que dans le cas de son
étude des chocs. De notre point de vue actuel il y a une différence. Dans le cas

des chocs la hauteur est caractéristique de 1'énergie potentielle de la bille qui se

57 Ch. Huygens, Divers travaux de statique et de dynamique de 1659 a 1666, Huygens, (Buvres,
T. XVI, p. 380 : Si fuerit triangulum ABC [Fig. 3] cujus latus AC horizonti parallelum, pendeantque
super ejus lateribus pondera fune colligata, D, E. quorum D ad E gravitas fit sicut latus AB ad BC;
pondera quemcunque datum situm servabunt. Quia centrum ipsiorum gravitatis commune G non
descendit etiamsi pondera moveri incipiant, sed eadem semper manet altitudine, ut ex praecedentibus
facile ostenditur.
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transforme en énergie cinétique. Ici le travail a effectuer pour amener I'une des
billes a une certaine hauteur est compensé par le travail fourni par la descente
de l'autre bille. Mais dans les deux cas 1'expression de la quantité est mgh.

Cette notion de travail est bien connue d'Huygens car elle est a la
base du travail”Explication des engins par l'ayde desquels on peut avec une petite
force lever un fardeau fort pesant!, que Descartes transmet, en 1637, a Constantin
Huygens. On y trouve le principe suivant : qu’il ne faut ni plus ni moins de force,
pour lever un corps pesant a une certaine hauteur, que pour en lever un autre moins
pesant a une hauteur d’autant plus grande qu'il est moins pesant, ou pour en lever un
plus pesant a une hauteur d’autant moindre.5® La force dont parle Descartes

correspond a ce que nous appelons le travail a effectuer.

Dans un autre manuscrit datant du 14 mars 1659, Huygens traite un
probleme tout différent en imaginant une fois de plus un déplacement pour
déterminer un équilibre :

13

Fig. 15

Soient A et B des poulies, AC = DA, AC = CB, AD = DB, on donne les
poids suspendus en C et D, on donne aussi AB et la longueur du fil ACBDA. 1l faut
trouver dans quelle situation les poids ainsi suspendus sont au repos.

58 R. Descartes, Explication des engins par I'ayde desquels on peut avec une petite force lever un fardeau
fort pesant!, Annexe a une Lettre a Constantyn Huygens du 5 octobre 1637, Descartes, (Euvres
éditées par Adam et Tannery, Tome I, pp. 435-447.
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Considérons un point S de CL et joignons SB. Celle-ci est a considérer
comme presque parallele a BC parceque CS est un minimum.

Soit SQ perpendiculaire a BC. Si donc C montait en S, BS serait plus court
que BC d'une quantité QC. En méme temps D descend aussi en O; distance DO que
I"on trouve de la maniére suivante : >

Nous pouvons aisément suivre le raisonnement de Huygens fondé
sur le fait que le principe de Torricelli. Il considere une autre configuration
quelconque du systeme et détermine 1'équilibre en minimisant la position du
centre de gravité. Il est clair que le principe des travaux virtuels n'est pas encore
completement élaboré mais que Huygens fait un pas dans la précision de ce
principe en demandant que le déplacement soit infinitésimal. En 1667, nous
voyons apparaitre 1'équation que ce raisonnement qui lui permet d'écrire dans
le cas de la recherche de 1'équilibre d'un systéme de cordes nouées en un point
et supportant des poids.

Quelques années plus tard encore, en 1688, Huygens applique son
raisonnement d'abord a une barre TQ coincée entre deux droites AQ et AE.
Soulignons en la phrase caractéristique : Adaptons une droite CE égale i TQ dans

une autre position®.

59 Ch. Huygens, (Buvres, N° 612, vol. II, p. 395: A et B sunt trochleae, funis continuus AC = DA,
AC = CB. AD = DB. data est gravitas suspensa in C et D. data item AB, et longitudo funis ACBDA.
Oportet invenire quo situ quiescant pondera sic suspensa.

Sumatur in CL punctum S et jungatur SB. Haec tanquam parallela ipfi BC consideranda est quia CS
minimum quid. Sit SQ perpendicularis in BC. Si igitur C adscendisset in S, fit eo BS brevior quam BC
quanta est QC. Simul autem D descendit ad O; quae distantia DO sic invenitur. ...Quod si hoc situ
pondera mansura sunt, oportet descensum DO ad ascensum CS eam rationem habere quam pondus ex C
pendens ad pondus ex D..

60 Ch. Huygens, Mscr. G,[VII,B §1-6], 1688, Huygens, (Buvres, T.XIX, p. 59 : Aptetur enim recta
ipsi TQ aequalis alio positu, sitque CE.
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Fig. 16
Il compare une fois de plus l'ascension d'une extrémité a la descente
de l'autre et en tire les conséquence sur la position du centre de gravité. Le
méme raisonnement s'applique a 1'étude de 1'équilibre de deux poids attachés a

un fil.

Fig. 17
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Huygens déplace légerement le fil maintenant les poids : NT est
déplacé en NS et OQ en OG. Il montre alors comme dans les autres
démonstrations que : De cette maniere le centre de gravité des poids P, R monterait ce
qui est impossiblet!. Cette phrase rituelle ponctue chacune de ses démonstrations.

Avec ces derniers problemes, nous nous rapprochons du probleme
de la caténaire et nous ne nous étonnons pas de voir Huygens faire appel a ce
procédé pour s'attaquer au probleme posé par Jacob Bernoulli en 1690. Nous
retrouvons dans les explications qu'il consigne dans ses manuscrits a propos du
chiffre qu'il a publié pour masquer sa solution un texte intitulé : Fondement de
tout ce que nous avons découvert a propos de la courbe caténaire®? o1 1'on retrouve la

premiere construction de 1646

61 Ch. Huygens, Mscr. G,[VILB §1-6], 1688, Huygens, (Euvres, T.XIX, p. 61 : Atque ita centrum
gravitatis ponderum P, R ascendisset, quod impossibilie. .

62 Ch. Huygens, Fundamentum omnium eorum quae de curvae catenae reperimus, manuscrit de
septembre 1690, Huygens, (Euvres, N° 2625, T. IX, p. 502.
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Fig. 18

Sa solution®® est publiée de maniere trés succincte comme celles de
Johann Bernoulli®* et de Leibniz®. Nous pouvons nous faire une meilleure idée
de celle de Johann a travers ses lecons a de I'Hopital ot il donne, comme
Huygens dans le manuscrit que nous venons de citer, les détails du calcul qui
fonde son article. Sa méthode est tres différente de celle de Huygens et fait
appel au Calcul leibnizien. Néanmoins, la derniere propriété aurait fait plaisir a
Huygens : Si ['on se représente une infinité de courbes tracées sur EF, égales a la
funiculaire EBF, que I'on étend en une droite, et que I'on met en ordonnée en chacun
des points de chaque [courbe] étendue des droites égales a leurs distances respectives de

63 Ch. Huygens, Solutio ejusdem problematis, Acta Eruditorum, junii 1691, p. 281.

64 Johann Bernoulli, Op. 1V, Solutio Problematis Funicularii. Acta Eruditorum, 1691, pp. 274-276.
65 G.W. Leibniz, De linea in quam flexile se pondere proprio curvat, ejusque usu insigni ad inveniendas
quotcunque medias proportionales et logarithmos, Acta Eruditorum, juin, p. 435-439.
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la ligne EF, parmi toutes les aires qui sont ainsi formées, celle qui est engendrée par la
funiculaire sera la plus grande.

Ce que I'on montre au moyen de cet axiome que le centre de gravité occupe
I'emplacement le plus bas possible®.

Mais alors qu'Huygens considérait le centre de gravité de la courbe,
Johann parle ici du centre de gravité de l'aire comprise entre la courbe et

I'horizontale passant par les points de fixation de la chaine.

Fig. 19

Pour ce qui concerne Jacob®”, nous ne trouvons pas chez lui ce type
de raisonnement a propos de la chainette et les réticences qu'il a montrées vis-a-
vis du principe énergétique de Huygens font que nous ne devons pas nous en
étonner. Cependant lorsqu'il propose et tente de résoudre le probleme de
l'élastica®®, et dans le méme esprit celui des isopérimetres®, il commence par
considérer les propriétés de position minimale du centre de gravité. Mais il

s'agit 1a aussi d'une autre histoire.

66 Johann Bernoulli, Op. CXLIX, Lectiones Mathematicae de Methodo Integralium, Johann
Bernoulli, Opera Omnia, Geneve, 1642, Tome III, Lecon 37, p. 497.

67 Jacob Bernoulli, Op. XLII, Specimen alterum Calculi differentialis in dimetienda Spirali
Logarithmica, Loxodromiis Nautarum, & Areis Triangulorum Sphaericorum: una cum Additamento
quodam ad Problema Funicularium, aliisque., Acta Eruditorum, Junii, 1691, pp. 282-290.

68 Jacob Bernoulli, Op. LVIII, Curvatura Laminae Elasticae. Ejus Identitas cum Curvatura Lintei a
pondere inclusi fluidi expansi. Radii Circulorum Osculantium in terminis simplicissimis exhibiti, una
cum novis quibusdam Theorematis huc pertinentibus, &c. Acta Eruditorum, Junii, 1694, pp. 262-276.
69 Jacob Bernoulli, Op. XClII, Solutio Propria Problematis Isoperimetrici. Acta Eruditorum, Junii,
1700, pp. 261-266.
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II. Conclusion

En conclusion, je poserai une question. Dans quelle mesure la
méthode des travaux virtuels telle qu'appliquée par Huygens a des cas de
statique a-t-elle transpiré a travers la correspondance du Marquis de 1'Hopital
ou de Leibniz et dans quelle mesure a-t-elle pu influencer la rédaction de la
lettre de Johann Bernoulli a Varignon, datée du 26 janvier 1717 et publiée par
Varignon dans la Nouvelle Mécanique? Johann Bernoulli y écrit : Concevez
plusieurs forces différentes qui agissent suivant différentes tendances ou directions pour
tenir en équilibre un point, une ligne, une surface, ou un corps; concevez aussi que l’on
imprime a tout le systeme de ces forces un petit mouvement, soit paralléle a soi-méme
suivant une direction quelconque, soit autour d'un point fixe quelconque : il vous sera
aise de comprendre que par ce mouvement chacune de ces forces avancera ou reculera
dans sa direction, a moins que quelqu’une ou plusieurs des forces n’'ayent leurs
tendances perpendiculaires a la direction du petit mouvement; auquel cas cette force, ou
ces forces, n’avanceroient ni ne reculeroient de rien; car ces avancemens ou reculemens,
qui sont ce que j appelle vitesses virtuelles, ne sont autre chose que ce dont chaque ligne
de tendance augmente ou diminue par le petit mouvement; et ces augmentations ou
diminutions se trouvent, si 'on tire une perpendiculaire a l'extremite de la ligne de
tendance de quelque force, laquelle perpendiculaire retranchera de la meme ligne de
tendance, mise dans la situation voisine par le petit mouvement, une petite partie qui

sera la mesure de la vitesse virtuelle de cette force.”0

70 Johann Bernoulli & Varignon, 26 janvier 1717, publié dans P. Varignon, Nouvelle Mechanique
ou statique dont le projet fut donné en 1687, Paris 1725, Tome 2, section 9, p. 175.
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